Algebraische Theorie der Korper.
Von Ernst Steinitz.

Mit zwei Anhéngen von Reinhold Baer und Helmut Hasse.

Zu dieser Ausgabe. Dieser Band enthilt die Abhandlung Algebraische Theorie der Korper
von Ernst Steinitz, zuerst erschienen im Journal fiir die reine und angewandte Mathematik,
Bd. 137 (1910), S. 167-309, und als Anhang A und Anhang B den Abrif§ der Galoisschen
Theorie und die Erlduterungen von Reinhold Baer und Helmut Hasse, die der Neuausgabe der
Abhandlung (Berlin: W. de Gruyter, 1930) beigegeben waren. Die Anhénge sind nicht von
Steinitz.

Der Text folgt dem Druck in Wortlaut, Rechtschreibung und Zeichensetzung. Mit *), **),
... bezeichnete Fufinoten sind die der Verfasser: in der Abhandlung die von Steinitz, in den
Anhéngen die von Baer und Hasse. Numerierte Fulnoten, gezeichnet ,Hrsg.“, geben fiir einige
Begriffe von Steinitz die heutige Bezeichnung an.

Ein graues hochgestelltes Zeichen wie " bezeichnet eine Stelle, zu der eine Erliuterung
(Anhang B) gehort; es fithrt zu der Erlauterung, deren Nummer zuriickfithrt. Alle Verweise —
die von Steinitz selbst und die der beiden Anhdnge — beziehen sich auf diese Ausgabe und sind
anklickbar, ebenso die Eintrédge des Inhaltsverzeichnisses und die Lesezeichen der PDF-Datei.
Offensichtliche Druckfehler sind stillschweigend berichtigt, und die Inhaltsiibersicht, die im
Original am Schluf steht, ist an den Anfang gestellt.
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In dem vorliegenden Aufsatz ist der Begriff , Kérper® in derselben abstrakten und allge-
meinen Weise gefafit wie in H. Webers Untersuchungen dber die allgemeinen Grundlagen der
Galoisschen Gleichungstheorie”), namlich als ein System von Elementen mit zwei Operationen:
Addition und Multiplikation, welche dem assoziativen und kommutativen Gesetz unterworfen,
durch das distributive Gesetz verbunden sind und unbeschrénkte und eindeutige Umkehrungen
zulassen™ ). Wihrend aber bei Weber das Ziel eine allgemeine, von der Zahlenbedeutung der
Elemente unabhéngige Behandlung der Galoisschen Theorie ist, steht fiir uns der Kérperbegriff
selbst im Mittelpunkt des Interesses. Eine Ubersicht iiber alle moglichen Kérpertypen' zu
gewinnen und thre Beziehungen untereinander in thren Grundzigen festzustellen, kann als
Programm dieser Arbeit gelten™ ). Da hierbei die der Arithmetik im engeren Sinn angehérigen
Unterscheidungen zwischen ganzen und gebrochenen Gréflen nicht weiter zu verfolgen waren,
wurde der Titel Algebraische Theorie der Korper gewahlt.

Durch die hier gekennzeichnete Tendenz ist auch der Weg, den wir einzuschlagen haben,
vorgezeichnet. Wir werden von der Bildung der einfachsten Korper ausgehen und sodann die
Methoden betrachten, durch welche man von einem vorliegenden Korper durch Erweiterung zu
einem umfassenderen gelangt. Die erste Aufgabe fithrt auf den Begriff des Primkdrpers und eine
Unterscheidung der Korper nach der Charakteristik. In jedem Korper ist ein kleinster Korper
oder Primkorper enthalten; derselbe ist entweder vom Typus des Korpers der rationalen Zahlen
(Charakteristik 0) oder vom Typus des Restklassensystems einer Primzahl p (Charakteristik
p). Bei vielen Fragen ist die Charakteristik ohne Bedeutung, bei andern aber zeigt sich
eine tiefgehende Verschiedenheit zwischen den Koérpern von der Charakteristik 0 und denen
von Primzahlcharakteristik. Zu einer analogen Unterscheidung gibt die Betrachtung der
sog. einfachen Erweiterungen Anlafl, welche durch Adjunktion eines einzigen Elementes
erhalten werden kénnen. Je nachdem ein solches Element einer algebraischen Gleichung des
Grundkorpers geniigt oder nicht, wird es als algebraisch oder transzendent (in bezug auf den
Grundkorper) bezeichnet. Unter einer algebraischen Erweiterung verstehen wir ganz allgemein
eine jede, deren sdmtliche Elemente algebraisch sind, wéhrend jede andere Erweiterung
transzendent heifft. Zu den algebraischen Erweiterungen gehéren die endlichen, welche dadurch
charakterisiert sind, dafl durch eine endliche Anzahl von Elementen des Erweiterungskorpers
alle Elemente linear und homogen mit Koeffizienten aus dem Grundkérper dargestellt werden
kénnen. In der Literatur werden zumeist nur diese Erweiterungen als algebraisch bezeichnet.
Die hierher gehérigen Untersuchungen bilden den Inhalt der Galoisschen Theorie. ™"

Nach dem Vorgange von Cauchy, welcher zeigte, dafi die Einfithrung der komplexen Zahlen
durch Betrachtungen von Kongruenzen nach dem Modul z2 + 1 zu umgehen ist” ), hat
Kronecker nachgewiesen, dafl auch jegliche Einfiihrung von Irrationalitdten bei Behandlung
algebraischer Probleme™™") vermieden werden kann, wenn man die Gleichungen durch
Kongruenzen nach Modulsystemen? ersetzt. Wir benutzen den Kroneckerschen Gedanken, um

) Math. Ann. 43. S. 521.

“) Nur die Division durch Null ist auszuschlieBen.

) Zu diesen allgemeinen Untersuchungen wurde ich besonders durch Hensels Theorie der algebraischen
Zahlen (Leipzig, 1908) angeregt, in welcher der Korper der p-adischen Zahlen den Ausgangspunkt bildet, ein
Korper, der weder den Funktionen- noch den Zahlkérpern im gewdhnlichen Sinne des Wortes beizuzéhlen ist.
") Exerc. d’anal. et de phys. math. 4 (1847) S. 87.

) Es handelt sich bei Kronecker stets nur um Probleme, die endliche Erweiterungen erfordern.

! In heutiger Sprache: Isomorphietyp. — Hrsg.
2 In heutiger Sprache etwa: Ideal eines Polynomrings. — Hrsg.
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zunéchst einmal nachzuweisen, dafl zu einem Kérper £ und einer in K irreduziblen Funktion
o(z) ein Erweiterungskorper gefunden werden kann, der aus £ durch Adjunktion einer
Nullstelle von ¢(x) hervorgeht. Dabei gehen wir aber unter Einfithrung eines Symbols, durch
welches wir alle Elemente des Erweiterungskorpers darstellen, und welches selbst Nullstelle
von ¢(z) wird, von der Schreibweise der Kongruenzen wieder auf Gleichungen tiiber. Auf
diesem ersten Ergebnis bauen sich die weiteren Untersuchungen synthetisch auf. Die hier
befolgte Methode darf als ebenso rein arithmetisch gelten wie die Methode der Kongruenzen,
zu welcher der Ubergang natiirlich immer méglich und, wenn auch bisweilen unbequem, doch
gar nicht zu verfehlen ist.

Aus dem Gebiet der endlichen Erweiterungen ist besonders die Tatsache hervorzuheben,
dafl die Galoissche Theorie, wie wir sie bei den algebraischen Zahlkérpern vorfinden, nicht bei
allen Korpern in vollem Umfange besteht. Ein grofler Teil jener Theorie beruht nédmlich auf
dem Satz, daB jede Gleichung mit verschwindender Diskriminante (mehrfachen Nullstellen)
reduzibel sein muf}. Aber eben dieser Satz gilt nicht allgemein. Dies gibt uns Anlafl die Kérper
in vollkommene und unvollkommene einzuteilen.”” Zu den ersteren gehoren alle Kérper von
der Charakteristik 0, von den Koérpern der Charakteristik p aber nur diejenigen, innerhalb
deren die Ausziehung der p-ten Wurzel ausnahmslos moglich ist. Auf die Eigenschaften
der unvollkommenen Koérper mit ihren von der gewohnlichen Galoisschen Theorie teilweise
abweichenden Gesetzen bin ich etwas weiter eingegangen, als fiir die fortlaufende Untersuchung
unbedingt notig gewesen ware. Eine besondere Behandlung erforderten noch die Kérper mit
nur endlich vielen Elementen. Obgleich in ihnen wie in allen andern vollkommenen Kérpern
die Sétze der Galoisschen Theorie uneingeschrankt gelten”), muB die Beweisfithrung doch zum
Teil anders gestaltet werden.

Unter dem Titel ,,ein Fundamentalsatz der allgemeinen Arithmetik” hat Kronecker in
diesem Journal® einen Aufsatz veroffentlicht™, der sich mit der Bestimmung eines Primmo-
dulsystems® beschéftigt, fiir welches eine gegebene ganze Funktion® einer Variabeln sich als
Produkt von Linearfaktoren darstellen 1a8t. Dafl die Existenz eines solchen Primmodulsystems
flir die allgemeine Arithmetik von fundamentaler Bedeutung ist, ist fraglos; der Hinweis auf
den Fundamentalsatz der Algebra, durch welchen Kronecker die Bezeichnung seines Satzes als
Fundamentalsatz rechtfertigt, erscheint aber nicht ganz zutreffend. Der Fundamentalsatz der
Algebra gibt mehr; ihm wiirde im Gebiete der allgemeinen Arithmetik der Nachweis eines
Primmodulsystems entsprechen, fiir welches jede Funktion des betrachteten Rationalitétsbe-
reichs in Linearfaktoren zerféllt. Die Behandlung dieses Problems lag insofern auflerhalb des
Kreises der Kroneckerschen Untersuchungen, als seine Erledigung die Einfiithrung von unend-
lich vielen Unbestimmten erfordert. Ubersetzen wir das Problem in unsere Ausdrucksweise, so
handelt es sich darum, einen gegebenen Korper zu einem algebraisch abgeschlossenen, d. h.
zu einem solchen Koérper zu erweitern, in welchem jede ganze Funktion einer Unbestimmten
in Linearfaktoren zerfillt. Diese Aufgabe gehort dem Gebiet der unendlichen algebraischen

) Dies gilt auch z. B. beziiglich der von Weber fiir Kérper mit unendlich vielen Elementen erledigten, fur
endliche Kérper aber offen gelassenen Fragen; s. d. Schluf8 der zitierten Arbeit. ™ ?
) Bd. 100, S. 490. = Werke I1I, 1, S. 209.

3 Gemeint ist hier und im folgenden das Journal fiir die reine und angewandte Mathematik (,Crelles Journal®),
in dem diese Abhandlung zuerst erschien. — Hrsg.

4 In heutiger Sprache etwa: Primideal eines Polynomrings. — Hrsg.

® In heutiger Sprache: Polynom.— Hrsg.
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Erweiterungen an, sie wird in § 16 zunéchst fiir den Fall eines Primkérpers von Primzahlcha-
rakteristik gelost. Die hierbei verwendete Methode ist auch in andern Féllen, so z. B. bei den
von Kronecker allein betrachteten natiirlichen Rationalitétsbereichen anwendbar; sie erfordert
keine Herbeiziehung von Prinzipien, die nicht von allen Mathematikern anerkannt wiirden.
Anders steht es mit dem Nachweis, dafl unsere Aufgabe, sofern man noch fordert, daf3 der
Erweiterungskorper keine iiberfliissigen Elemente enthélt, im wesentlichen”) nur eine Losung
besitzt. Dieser Beweis kann z. B. schon fiir den Koérper der rationalen Zahlen nicht ohne
Benutzung des Auswahlprinzips gefithrt werden. Dieses Prinzip erscheint auch unvermeidlich,
wenn man den Beweis der Existenz einer algebraisch abgeschlossenen Erweiterung fiir jeden
beliebigen Korper fithren will. Der auf dem Auswahlprinzip beruhende Wohlordnungssatz von
Zermelo bildet ein wesentliches Hilfsmittel fiir diesen Beweis” ). — Noch stehen viele Mathe-
matiker dem Auswahlprinzip ablehnend gegeniiber. Mit der zunehmenden Erkenntnis, daf
es Fragen in der Mathematik gibt, die ohne dieses Prinzip nicht entschieden werden konnen,
diirfte der Widerstand gegen dasselbe mehr und mehr schwinden. Dagegen erscheint es im
Interesse der Reinheit der Methode zweckméfig, das genannte Prinzip so weit zu vermeiden,
als die Natur der Frage seine Anwendung nicht erfordert. Ich habe mich bemiiht, diese Grenze
scharf hervortreten zu lassen.

Dies gilt auch von den Ausfiihrungen des letzten Abschnitts, der von den transzendenten
Erweiterungen handelt. Unter ihnen erscheinen als die einfachsten die rein transzendenten. Eine
rein transzendente Erweiterung kommt im wesentlichen auf die Adjunktion von Unbestimmten
hinaus, die eine endliche oder auch unendliche Menge von beliebiger Machtigkeit bilden
kénnen. Der Wohlordnungssatz fiithrt sofort zu der Erkenntnis, dafl jede Erweiterung in eine
rein transzendente und eine algebraische zerlegt werden kann.

Von hier aus 148t sich leicht die Stellung kennzeichnen, welche die von Kronecker betrachte-
ten Korper innerhalb der Gesamtheit der Korper einnehmen. Bei Kronecker entwickelt sich der
Korperbegriff in drei Stufen™). Den Ausgangspunkt bildet der ,absolute Rationalititsbereich*
d. i. der Korper der rationalen Zahlen, also ein besonderer Primkorper. Von ihm gelangt man
durch Adjunktion einer endlichen Anzahl von Unbestimmten, also durch eine spezielle rein
transzendente Erweiterung zum ,,natirlichen Rationalitdtsbereich®, von diesem schliellich
durch Adjunktion einer algebraischen Gréfle, d. h. durch eine spezielle algebraische Erweite-
rung zum ,, Gattungsbereich®. — Geht man statt dessen von einem beliebigen Primkorper aus,
nimmt man eine beliebige rein transzendente, darauf eine beliebige algebraische Erweiterung
vor, so hat man damit ein Verfahren, durch welches man zu jedem Korper gelangen kann.

Der vorliegende Aufsatz behandelt nur die Grundziige einer allgemeinen Korpertheorie.
Weitergehende Untersuchungen sowie Anwendungen auf Geometrie, Zahlen- und Funktionen-
theorie beabsichtige ich in einigen weiteren Abhandlungen folgen zu lassen. ™

Inhaltsibersicht: 1. Grundlagen (§§ 1—®6.); II. Algebraische Erweiterungen (§§ 7—15.);
IT1. Unendliche algebraische Erweiterungen (§§ 16—21.); IV. Transzendente Erweiterungen
(§§ 22—24.). — (Ausfiihrliches Inhaltsverzeichnis am Anfang der Arbeit.)

) Die prizise Erklirung fiir diesen Ausdruck s. § 5.

) Die erste Anwendung des Wohlordnungssatzes auf ein arithmetisches Problem findet sich meines Wissens
bei Hamel, Mathem. Ann. 60, S. 459.

) Festschrift zu Kummers Doktorjubildum § 1—3. Dieses Journal. Bd. 92, S. 1. = Werke II, S. 237.
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§1.

Systeme mit doppelter Komposition. Isomorphismus. Korper.

Bezeichnet & ein System von Elementen, so verstehen wir unter einem Kompositionsgesetz
des Systems © irgendeine Festsetzung, durch welche jedem Paar a,b von Elementen dieses
Systems, die auch gleich sein kénnen, ein Element ¢ desselben Systems zugeordnet wird. —
Unter einem System mit doppelter Komposition verstehen wir ein solches, fiir welches zwei
Kompositionsgesetze gegeben sind, die wir Addition und Multiplikation nennen. Durch die
Addition wird je zwei Elementen a, b ihre Summe a + b, durch die Multiplikation ihr Produkt
a - b zugeordnet.

Isomorphismus. Zwei Systeme &1, So mit doppelter Komposition heiflen isomorph oder
von gleichem (Kompositions-)Typus, wenn es moglich ist, ihre Elemente ein-eindeutig so
aufeinander zu beziehen, daf§ der Summe und dem Produkt irgend zweier Elemente des einen
Systems in dem andern allemal die Summe und das Produkt der entsprechenden Elemente
zugeordnet ist; die Beziehung selbst heifit eine isomorphe oder Isomorphismus. "°

Kérper. — Bisher haben wir die beiden Kompositionsgesetze keiner weiteren Bedingung
als der der Eindeutigkeit unterworfen. Fiithren wir weitere Bedingungen ein, so gelangen wir zu
besonderen Arten von Systemen mit doppelter Komposition. Unter diesen sind von besonderer
Wichtigkeit die Rationalitatsbereiche (Kronecker) oder Korper (Dedekind), Systeme, welche
die nachstehenden 7 Bedingungen erfiillen:

1. Das assoziative Gesetz der Addition:

(a+b)+c=a+ (b+c),

2. das kommutative Gesetz der Addition:"°

at+b=>b+a,
3. das assoziative Gesetz der Multiplikation:
(a-b)-c=a-(b-c),
4. das kommutative Gesetz der Multiplikation:
a-b=">b-a,
5. das distributive Gesetz:
a(b+ c) = ab+ ac,

6. das Gesetz der unbeschrinkten und eindeutigen Subtraktion:

Sind a,b Elemente des Systems, so gibt es in demselben ein und nur ein Element x, fir
welches a + x = b wird. — Dieses Element sei mit b — a bezeichnet und die Differenz von a
und b genannt, so daf} allgemein a + (b — a) = b wird.

Bevor wir die siebente und letzte Bedingung aufstellen, ziehen wir aus den vorangehenden
einige einfache Folgerungen. Es seien a, b irgend zwei Elemente unseres Systems. Setzen wir
a—a=z,b—0b=y, so bestehen zufolge 6. die Gleichungen: a + x = a, b = b + y, und wenn
wir diese addieren, so ergibt sich nach Anwendung von 1. und 2.: (a+b)+z=(a+b)+y
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und hieraus nach 6. x = y oder a —a = b — b. Es gibt also ein ausgezeichnetes Element — wir
nennen es Null (0) —, welches durch jede Differenz von der Form a — a dargestellt wird. —
Bezeichnen wieder a,b beliebige Elemente des Systems, soist a-b=a(b+0)=a-b+a-0,
dahera-0=a-b—a-b=0,d. h.: ein Produkt, in welchem ein Faktor 0O ist, ist selbst 0. —
Nunmehr lassen wir die letzte Bedingung folgen:

7. das Gesetz der unbeschrinkten und eindeutigen Division:

Das System enthdlt auffer 0 noch wenigstens ein Element, und wenn a ein von 0 ver-
schiedenes, b ein beliebiges Element des Systems ist, so gibt es in demselben ein und nur ein
Element x, fiir welches a - x = b wird.” " — Wir nennen z den Quotienten von b und a, in
Zeichen = = g oder =b: a.

Sind alle 7 Bedingungen erfiillt, so heifit das System ein Kdrper. Beispiele fiir Kérper sind
die Systeme der rationalen, der reellen, der komplexen Zahlen u. s. f. Die Bedeutung der
angegebenen Bedingungen beruht darauf, dafl alle in den genannten Koérpern herrschenden
Gesetze, soweit sie durch Gleichungen zwischen Aggregaten®, die sich aus ihren Elementen
rational zusammensetzen, ausdriickbar sind, als Folgerungen aus jenen Bedingungen erscheinen
und sich daher in allen Kérpern wiederfinden. Ohne dies in allen Einzelheiten auszufiihren,
wollen wir doch hier einige der wesentlichen Momente hervorheben: Sind a,b zwei von 0
verschiedene Elemente eines Korpers R, so ist nach 7. a - b von a - 0 = 0 verschieden, d. h. ein
Produkt ist nur dann gleich 0, wenn wenigstens ein Faktorverschwindet. — Sind a und b von
0 verschieden, und bestimmt man x und y durch die Bedingungen a -« = a, b-y = b, so folgt
(ab)x = b(ax) = ba = (by)a = (ab)y, (ab)x = (ab)y, mithin nach 7. x = y. Bezeichnen wir also
die Losung der Gleichung ax = a mit €, so hat ¢ als einziges Element von K die Eigenschaft,
mit jedem Element von K multipliziert, dieses unverédndert zu lassen, und wird durch jeden
Quotienten von der Form £ (a # 0) dargestellt. Dieses ausgezeichnete Element nennen wir die
FEinheit; wir werden sie stets durch e bezeichnen " *.

Zu den Séatzen, deren Beweis lediglich auf Grund der angegebenen 7 Bedingungen ge-
fiihrt werden kann, gehoren auch die grundlegenden Sétze aus der Determinantentheorie.
Insbesondere gilt fiir jeden Korper &:

1) n lineare Gleichungen mit n Unbekannten

n
Zaz‘kxk;:Cu (i=1,...,n)
k=1

worin die Koeffizienten a;, ¢; gegebene Elemente aus K sind, haben, wenn die Determinante
|aix| nicht 0 ist, ein und nur ein Losungssystem in K.
2) n homogene lineare Gleichungen mit n + 1 Unbekannten

n
Zaikxk:0 (it=1,...,n)
k=0

besitzen wenigstens ein Losungssystem, dessen Elemente nicht simtlich“” 0 sind.

Es sei endlich gleich an dieser Stelle darauf hingewiesen, dafl es auch Korper gibt, die
nur eine endliche Anzahl von Elementen besitzen. So bilden die p Restklassen, welche zu
einer Primzahl p als Modul gehoren, ein System mit doppelter Komposition, welches alle 7
Bedingungen erfiillt, also ein Kérper in unserem Sinne "'V ist.

6 In heutiger Sprache: Ausdruck. — Hrsg.



Steinitz, Algebraische Theorie der Korper §2

§2.

Teilkorper, Erweiterung, Adjunktion.

Ein Teilsystem £ eines Korpers & kann vermoge der in & herrschenden Kompositionsgesetze
wiederum einen Korper darstellen. Offenbar ist hierzu notwendig und hinreichend, dafl; wenn
a und B Elemente von & sind, auch a + 3,  — 3, a- 8 und, falls 8 # 0, % zu K gehoren.
Wir sagen dann: der Korper & umfafit den Korper &, & ist in & enthalten, und nennen R’
Teilkorper von R, & Erweiterungskéorper oder Erweiterung von £ . In der Regel werden wir zu
den Teil- und Erweiterungskorpern eines Korpers diesen selbst hinzurechnen; wo dies nicht
der Fall, wird es aus der Ausdrucksweise (,wirkliche Erweiterung“”, ,echter Teilkérper, ,nur
ein Teilkorper”) oder aus dem Zusammenhange zu ersehen sein. — Man iiberzeugt sich nun

sofort von der Giltigkeit des folgenden Satzes:

1. Bezeichnet & ein System von endlich oder unendlich vielen Teilkdrpern eines
Kérpers R, so gibt es in 8 Elemente (z. B. 0,¢), die in allen Korpern des Systems & vorkommen.
Die Gesamtheit dieser Elemente stellt wiederum einen Korper dar.” !’

Wir wollen diesen Korper als den Durchschnitt des Korpersystems & bezeichnen. — Dem
Satz 1. stellt sich ein zweiter, nicht minder wichtiger an die Seite:

2. Bezeichnet U ein System wvon endlich oder unendlich vielen Korpern von der
Beschaffenheit, dafs je zwei Korper R, Ra aus i allemal in wenigstens einem Korper Rs des
Systems L enthalten sind, so gibt es einen bestimmten (nicht notwendig in & vorkommenden)
Korper R, welcher alle Korper des Systems U zu Teilkorpern hat und keine anderen Elemente
enthdlt als solche, welche in Korpern von i auftreten.””

Beweis: Es bezeichne R das System aller Elemente, welche in Kérpern des Systems 4
auftreten. Hat man Elemente aus £ in endlicher Anzahl ay,as,...,a, undist K; (i =1,...,n)
ein Korper aus 4, welcher a; enthilt, so gibt es in il einen Korper K, welcher £; und £, einen
Korper K%, welcher 8, und 83 enthélt u. s. f. Es gibt also in 4 Korper, welche alle Korper &;
(¢ =1,...,n) und damit alle Elemente a; enthalten. Sind nun a, b irgend zwei Elemente aus
A&, und ist K&’ irgend ein Korper aus 4, welcher a und b enthélt, so haben a + b und a - b in
A’ eine bestimmte Bedeutung. Ist &” irgendein anderer zu U gehoriger, a und b enthaltender
Korper, so haben auch in diesem a + b und a - b eine bestimmte Bedeutung. Dafl aber a + b
und a - b in R nichts anderes bezeichnen konnen wie in & ist eine Folge der Voraussetzung,
daf} es einen Korper gibt, der & und £&” enthélt. Somit sind Summe und Produkt zweier
Elemente aus & unzweideutig definiert, d. h. £ ist ein System mit doppelter Komposition. ™ '?
Aus dem Umstande, dafl je zwei Elemente aus £ in Kérpern aus 4 gleichzeitig auftreten, folgt
nunmehr, daf§ die Kompositionsgesetze 2. und 4. des § 1 bestehen, ferner, dafl wenigstens ein
Element x1, und wenn a # 0, wenigstens ein Element x5 in & vorkommt, fiir welche a +x1 = b,
a - x9 = b wird. Da auch drei Elemente aus £ in einem Korper aus i vorkommen, so folgt,
dafl auch die Kompositionsgesetze 1., 3. und 5. erfiillt sind. Da endlich dasselbe auch fiir 4
Elemente a, b, z,y aus K gilt, so kénnen die Gleichungen a +x = b, a+y = b und, wenn a # 0,
auch die Gleichungen a-x = b, a - y = b nur dann bestehen, wenn x = y ist. Das System K
ist also ein Korper, und es leuchtet unmittelbar ein, daff K alle Kérper aus 4l enthdlt und
nur solche Elemente besitzt, die in den Korpern aus U auftreten; ebenso aber auch, dafl ein
Korper, welcher diese beiden Eigenschaften besitzt, notwendig mit K identisch sein muf.

7 In heutiger Sprache: echte Frweiterung. — Hrsg.
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Ist der Korper K in dem Koérper £ enthalten, & irgend ein System von Elementen aus £,
so bezeichnen wir mit £(&) den Durchschnitt aller derjenigen Korper zwischen™ £ und £,
welche alle Elemente des Systems & enthalten. Von dem Korper R(6) sagen wir, er sei aus
R durch Adjunktion des Systems & hervorgegangen. £(&) kann gleich £ sein, und ist z. B.
dann gleich £, wenn & = £ ist. £(&) kann aber auch gleich £ sein; dieser Fall tritt dann ™ '*
ein, wenn alle Elemente von & zu K gehoren. Geht aus einem Koérper & durch Adjunktion
eines Systems &7 ein zweiter, aus diesem durch Adjunktion eines Systems Gy ein dritter
hervor u. s. f., so bezeichnen wir, wenn nacheinander &1, So, ..., &, adjungiert wurden, den
zuletzt erhaltenen Korper mit R(6;,S,,..., S, ). Wie man leicht sieht, kommt es fiir das
Endresultat auf die Reihenfolge der Systeme & nicht an. ™' — Es gehe aus einem Kérper £
durch Adjunktion eines Systems & von unendlich vielen Elementen der Korper £(&) hervor.
Bezeichnen wir mit 4 das System derjenigen Korper, welche aus 8 durch Adjunktion je eines
endlichen Teilsystems von & hervorgehen. Dann sind alle Korper aus 4 in £(&) enthalten.
Sind R, Ry irgend zwei Korper aus i, so hat man 8 = K(61), K2 = R(S2), wo &1, 69
endliche Teilsysteme von & sind. Bezeichnet &3 dasjenige Teilsystem von &, welches alle
Elemente aus 61 und G4, aber kein anderes Element enthélt, so ist auch &3 endlich; der
Koérper R = R(G3), welcher 8) und K2 enthélt, gehort also auch zu 4. Somit erfiillt das
System LI die Voraussetzung des Satzes 2.; es existiert daher ein bestimmter Korper £, welcher
alle Korper des Systems &I, mithin auch 8 und alle Elemente aus &, also auch &(&) enthélt,
der aber auch nur solche Elemente enthélt, die in Kérpern des Systems U auftreten. Da aber
alle diese Elemente auch schon in K(&) auftreten, so ist der in Rede stehende Korper mit
R(6) identisch. Wir erhalten daher den Satz:

3. Ist & ein unendliches System, so kommt jedes Element des Korpers R(&) — ebenso
jedes System von endlich vielen Elementen aus R(&) — in einem Korper vor, der aus & durch
Adjunktion eines endlichen Teilsystems von & hervorgeht.

§3.

Integritatsbereiche.

Unter Integrititsbereich™ 0 soll hier ein System mit doppelter Komposition verstanden
werden, welches die Bedingungen 1. bis 6. des § 1 erfiillt, nicht nur aus dem einen Elemente 0
besteht, eine Einheit besitzt, und in welchem das Produkt zweier von 0 verschiedener Elemente
stets wieder von 0 verschieden ist. Unter Einheit ist dabei ein Element € zu verstehen, fiir
welches die Gleichung xe = x durch alle Elemente des Systems befriedigt wird; es ist sofort zu
sehen, daf nicht mehr als eine Einheit existieren kann."”'”

Jeder Korper ist zugleich Integritdtsbereich, wahrend das System der ganzen Zahlen
beweist, dafl nicht jeder Integritdtsbereich ein Korper ist. — Die in § 2 iber Kérper angestellten
Betrachtungen lassen sich ohne weiteres auf Integritatsbereiche ausdehnen. Ein Teilsystem J’
eines Integritatsbereiches J stellt einen Integritédtsbereich dar, wenn es die Einheit enthalt,
und wenn Summe, Differenz, Produkt zweier Elemente aus J' stets wieder zu J' gehoren.
Die Sédtze 1., 2. des § 2 gelten, wie man sofort sieht, auch fiir Integritdtsbereiche; man hat
in ihnen nur das Wort (Teil-)Korper iiberall durch (Teil-)Integritatsbereich zu ersetzen. Die
Adjunktion bei Integritdtsbereichen bezeichnen wir durch eckige Klammern, so dafi J[&]
einen Integrititsbereich J darstellt, der den Integritéitsbereich J und das Elementensystem

) Ein Kérper liegt ,,zwischen® & und £, wenn er £ enthilt und in £ enthalten ist.
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S umfaBt und so beschaffen ist, daB & nicht schon in einem von J verschiedenen zwischen
J und J = J[S] gelegenen Integrititsbereich enthalten ist. Wenn J ein Kérper ist, so hat
man hiernach zwischen J[6&] und J(&) zu unterscheiden. — Nunmehr 148t sich, wie sofort
ersichtlich, auch der Satz 3. des § 2 auf Integritdtsbereiche ausdehnen.

Sind a und b Elemente eines Integritdtsbereichs J, so sagen wir: b ist teilbar durch a, a
geht in b auf, ist ein Teiler von b u. s. f., wenn es in J ein Element = gibt, fiir welches die
Gleichung ax = b erfiillt ist. Sind b und ¢ durch a teilbar, so gilt dasselbe fiir b+ ¢, b — ¢ und
fiir b - d, wenn d ein beliebiges Element aus J ist. Der Begriff der Teilbarkeit ist jedoch ein
relativer, von dem betrachteten Integrititsbereich abhangiger; ist das Element b in J durch a
nicht teilbar, so kann es doch in einem erweiterten Bereiche durch a teilbar werden. '

Quotientenbildung: — Es sei ein Integritdtsbereich J in einem Korper £ enthalten. Be-
zeichnen wir durch die einzelnen Buchstaben Elemente aus g, so gilt in £ nach den fiir jeden
Korper bestehenden Gesetzen:

1) besteht eine der Gleichungen a = Z—,/, Z—,/ = a, ab/ = d’, so bestehen auch die beiden
anderen, Y

/
2) aus § = §; folgt ab’ = a'b, und umgekehrt,
! / ! ! ’
3 g+ — Ll 1.5 -,
4) a_a _al—=ab a.ad _ ab
b B b b . ab

Dabei ist natiirlich vorausgesetzt, dafl die Nenner von 0 verschieden sind, wihrend im
iibrigen die Buchstaben beliebige Elemente aus J bezeichnen. Aus 3), 4) ist zu ersehen, daf}
diejenigen Elemente von £, die sich als Quotienten von Elementen aus J darstellen, einen
Kérper £ bilden, aus 1) — weil hiernach ¢ = a —, dafl & den Integritédtsbereich J umfafit.
Wir sagen: R geht durch Quotientenbildung aus Jj hervor. Einen solchen Koérper mufl es also
geben, sobald iiberhaupt J in einem Korper £ enthalten sein kann. Um diese Moglichkeit zu
priifen, hat man daher nur zu untersuchen, ob es statthaft ist, fir die Ausdriicke von der
Form ¢ die Begriffe Gleichheit, Summe, Produkt durch 1), 2), 3) zu definieren, und ob man so
zu einem J enthaltenden Korper gelangt. Dafl dies in der Tat bei jedem Integritétsbereich
J der Fall ist, ergibt sich leicht. Priifen wir z. B. die Definition der Gleichheit, so ergeben

sich aus der Annahme ¢ = ‘;—,,, ‘;—,/ = Z—,/,/ nach 2) die Gleichungen ab’ = da'b, a'b” = a"V', aus
diesen, nach den in J geltenden Gesetzen, durch Multiplikation: ab’a’b” = a’ba”’l’, also, da
b # 0 ist, ab’a’ = a”ba’ und, wenn a’ # 0 ist, ab” = a”b. Ist aber a’ = 0, so folgt aus ab’ = a’b,
a't’ = ”b’ b 75 0 b 75 0, daﬁ a =0, a’ = 0, mithin wiederum ab” = a”b ist. In jedem Falle
folgt so aus § = b/, ‘g, = b,,, dafl auch 7 ‘Z,, ist; und Entsprechendes gilt auf Grund von 1)
auch, wenn man nicht 3 Quotienten, sondern etwa nur zwei und ein einzelnes Element aus J
betrachtet usf. Ferner folgt aus 7 = Z—,’ auf Grund von 2), dal umgekehrt ‘g—: = 7 ist. Endlich
ist nach 2) stets § = 7. Was die Definitionen von Summe und Produkt anlangt, so hat man
nachzuweisen, dafl sie eindeutig sind, d. h. dafl das Resultat sich nicht dndert, wenn man
einen Summanden oder Faktor durch einen ihm gleichen ersetzt. Ist dies geschehen, so ist
erwiesen, daf ein System mit doppelter Komposition vorliegt, und es ist weiter zu zeigen, daf}
alle 7 in § 1 angegebenen Bedingungen erfiillt sind. Auf Grund von 1) enthélt der Koérper
dann den Integritdtsbereich J. — Alle diese Untersuchungen erledigen sich in &hnlicher Weise
wie der Nachweis fiir die Berechtigung der durch 1), 2) gegebenen Definition der Gleichheit,
und es eriibrigt sich daher, auf die Einzelheiten der Beweisfithrung néher einzugehen.
Der Korper R, welcher aus J durch Quotientenbildung hervorgeht, ist natiirlich, wenn J

ein Korper ist, mit J identisch. Dieser Fall liegt immer vor, wenn J nur endlich viele, sagen

10
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wir m Elemente enthélt.”? Denn sind alsdann a(# 0) und b Elemente von J, so durchliuft
mit x zugleich ax alle m Elemente von J, wird also einmal gleich b, d. h. die Bedingung 7
des § 1 ist erfiillt, J ist ein Kérper. — Aus isomorphen Integritdtsbereichen gehen durch
Quotientenbildung, wie sofort ersichtlich, isomorphe Kérper hervor.

§4.
Primkorper. Charakteristik.

Um einen Einblick in die verschiedenen méglichen Korpertypen™?' zu gewinnen, haben

wir zundchst auf die Bildung der einfachsten Koérper auszugehen, sodann zu untersuchen, wie
aus einmal vorhandenen Koérpern durch Erweiterung neue abgeleitet werden kénnen. Die erste
Aufgabe fiihrt auf den Begriff des Primkdrpers. Hierunter verstehen wir einen Kérper, welcher
aufler sich selbst keinen Teilkorper besitzt. Es gilt der Satz:

1. In jedem Korper R ist ein und nur ein Primkérper enthalten.

Es bezeichne ndmlich 4 das System aller Teilkérper von K, B ihren Durchschnitt. 3 ist
selbst ein zu U gehoriger Korper, und wenn 3" Teilkorper von ‘R ist, so gehort P’ ebenfalls zu
U, muf also B enthalten, daher mit 3 identisch sein. Somit ist ¥ Primkdérper. Ist andererseits
T Teilkorper von R, so ist B Teilkérper von T; soll also ¥ Primkorper sein, so mufl T mit 3
identisch sein.

In gleicher Weise definieren wir als Prim-Integrititsbereich einen solchen, welcher aufler sich
selbst keinen Integritatsbereich enthélt. Der Durchschnitt aller in einem Integritdtsbereiche J
enthaltenen Integritdatsbereiche stellt den einzigen in J enthaltenen Prim-Integritéatsbereich
dar.

Es sei nun R ein System, das wir zunéchst nur als Integritdtsbereich voraussetzen wollen,
« ein Element von K. Wir setzen

a=1lo, at+ta=2a, 20+a=3a, ...,

wobei 1,2, 3, ... als abkiirzende Zeichen, nicht aber als Elemente von £ aufzufassen sind. Die
Elemente «, 2, 3a, . .. heiflen die natiirlichen Vielfachen von «. Bezeichnet ferner —n eine
negative ganze Zahl, so setzen wir

—(na) = (—n)a.

Hierdurch ist fiir jede ganze Zahl m das Element ma erkliart. Die Elemente ma heiflen die
ganzzahligen Vielfachen von «. Fir a = € ergeben sich, wenn m, m’ ganze Zahlen bedeuten,
sofort die Gleichungen

(1.) me +m'e = (m+m')e, me —m'e = (m —m')e, (me) - (m'e) = (mm')e,

aus denen hervorgeht, dal die ganzzahligen Vielfachen von ¢ einen Integritédtsbereich J
bilden. Da jeder in R enthaltene Integritdtsbereich die Einheit €, also auch die ganzzahligen
Vielfachen von ¢ enthélt, so stellt J den in & enthaltenen Prim-Integritédtsbereich dar. Ist &
ein Korper, P der in R enthaltene Primkorper, so enthélt B alle Elemente von Jj, daher auch
alle Quotienten aus Elementen von J. Da aber diese bereits einen Korper bilden, so ist mit
ihnen der Primkorper B erschopft.

11
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Es sind nun zwei Faille denkbar: Entweder ndmlich sind die ganzzahligen Vielfachen von
¢ alle voneinander verschieden, d. h. es ist nur dann me = m'e, wenn m = m/ ist, oder es
kann jene Gleichung auch ohne diese statthaben. Im ersten Fall hat man eine ein-eindeutige
Beziehung zwischen J und dem System der ganzen Zahlen, welche sich zufolge (1.) als isomorph
erweist. Ist R ein Korper, so folgt hieraus weiter, daf der in K enthaltene Primkérper 8 mit dem
Korper der rationalen Zahlen isomorph ist. Im zweiten Falle gibt es natiirliche Vielfache von ¢,
die gleich 0 sind. Ist p die kleinste natiirliche Zahl, fiir welche p - ¢ = 0 wird, und sind m, m’
natiirliche Zahlen < p, so folgt aus me # 0, m’e # 0, daB3 (mm')e = (me) - (m'e) # 0 = pe,
also mm’ # p ist. p ist also nicht Produkt irgend zweier kleinerer Zahlen, mithin Primzahl.
Wir nennen p die Charakteristik von K, wahrend wir in dem zuerst besprochenen Falle &
die Charakteristik 0 beilegen.”?* Sonach kommt jedem Integrititsbereich eine Charakteristik
zu, welche entweder 0 oder eine Primzahl ist. Ist die Charakteristik eine Primzahl p, so folgt
weiter, dal dann und nur dann me = m’e wird, wenn m = m’ (mod. p) ist. Dies zeigt in
Verbindung mit den Gleichungen (1.), daf§ hier der Prim-Integritatsbereich J mit dem System
der Restklassen der Primzahl p isomorph ist, und da dieses System bereits ein Korper ist, so
wird hier J =B." % Somit ergibt sich:

2. Die einzigen Primkorper, welche existieren, sind die Korper vom Typus des Kor-
pers der rationalen Zahlen (den wir fortan durch By bezeichnen) und die vom Typus des
Restklassensystems einer Primzahl p (fortan durch B, bezeichnet).

Aus dem Vorangehenden folgt weiter:
3. Alle Teilkérper eines Korpers 8 haben dieselbe Charakteristik wie 8.7

Ist «v irgendein Element eines Korpers &, m eine ganze Zahl, so ist ma = (me) - a; ist also
a # 0, so ist ma nur dann = 0, wenn me = 0 ist. Also:

4. Fin ganzzahliges Vielfaches ma eines von 0 verschiedenen Elementes o im Kérper
R ist dann und nur dann = 0, wenn entweder m = 0 oder die Charakteristik von R eine
Primzahl und m durch diese Primzahl teilbar ist.

Natiirlich gelten diese Sétze auch fiir Integritétsbereiche.

§5.

Aquivalente Erweiterungen. Einfache Erweiterungen. Transzendente und
algebraische Elemente. Adjunktion eines transzendenten Elementes. Ganze und
rationale Funktionen.

Sind £ und £’ Erweiterungskorper eines Korpers £, so sagen wir: £ und £ stellen dqui-
valente Erweiterungen””” von & dar, wenn £ und £ in der Weise isomorph aufeinander
abgebildet werden kénnen, daf jedes Element von £ sich selbst entspricht. — Die Aquivalenz
zweier Erweiterungen £, £’ setzt also den Isomorphismus voraus; es kénnen aber sehr wohl
auch nicht-dquivalente Erweiterungen eines Kérpers isomorphe Korper ergeben. % — Liegt
die Aufgabe vor, einen Koérper so zu erweitern, daf3 der neu entstandene Koérper gewissen
Bedingungen geniigt, und zeigt es sich, daf alle Erweiterungen, welche die gestellten Bedin-
gungen erfiillen, dquivalent sind, so sagen wir, daf§ die Erweiterungsaufgabe im wesentlichen
nur eine Losung hat. In diesem Sinne ist z. B. die Aufgabe, den Korper R der reellen Zahlen
so zu erweitern, dafl jedes Element des neuen Korpers einer algebraischen Gleichung in R
geniigt, aber nicht jedes schon in R enthalten ist, im wesentlichen nur auf eine Weise 16sbar.

12
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Als die einfachsten Erweiterungen eines Korpers £ bieten sich diejenigen dar, welche
aus R durch Adjunktion eines einzigen Elementes hervorgehen. Wir bezeichnen dieselben
als einfache Erweiterungen, und wir nennen, wenn £ eine solche ist, jedes Element o von £,
fiir welches 8&(a) = £ wird, ein primitives Element von £ in bezug auf R — Es gehe durch
Adjunktion eines Elementes x aus K der Korper &(z) hervor. Zwischen & und £(z) liegt der
Integritatsbereich &[z] (§ 3). Derselbe enthélt alle Elemente von der Form

2
co+ 1T+ cox” + - + ™,

worin die Koeffizienten ¢ beliebige Elemente aus R sind. Zur bequemeren Darstellung denken
wir uns die genannten Elemente aus £[z] in der Form unendlicher Reihen

(1.) ek
geschrieben, wobei natiirlich immer vorausgesetzt ist, dafl von einem bestimmten Index k£ an
alle Koeffizienten gleich 0 sind. Dann gelten die Gleichungen:

@) {Eakxk + Ybpat = Y(ak + bk)xk,

(Zakxk) . (Ebkxk) = chmk, (Ck = apbg + arbp_1+ -+ akbo),

(3.) Yape® — Ybpa® = B(ay, — by)z",

aus denen hervorgeht, dal die Elemente der Form (1.) sich durch Addition, Subtraktion,
Multiplikation reproduzieren. Da alle Elemente aus K, so insbesondere auch e, unter den
Elementen von der Form (1.) enthalten sind, so bilden diese Elemente einen K umfassenden
Integritétsbereich und dieser muf}, weil er auch = enthélt, mit R[z| identisch sein. Der Kérper
R(z) enthdlt den Integritatsbereich K[x], also auch einen bestimmten Korper £, der aus K[x]
durch Quotientenbildung hervorgeht (§ 3). Da aber £ sowohl & wie z umfaft, so ist K(x) mit
£ identisch.

Wie bei der Bildung der einfachsten Kérper, so haben wir auch bei der Bildung der
einfachsten Erweiterungen zwei Falle zu unterscheiden. Der erste entspricht der Annahme,
daB zwei Elemente Yagx”, Yb,z* aus &[z] immer nur dann einander gleich sind, wenn fiir
jedes k ap = by, wird, der zweite der gegenteiligen. Wir nennen im ersten Falle das Element x
transzendent, im zweiten algebraisch in bezug auf K, und wollen gleich hier noch einige weitere
fiir die Folge wichtige Bezeichnungen einfiihren: Ist £ ein beliebiger Erweiterungskorper von
R, so heiflen n Elemente oy, ..., a, von £ linear abhingig oder linear unabhdngig in bezug
auf K, je nachdem eine lineare homogene Relation

a1a1+"'+anan:07

in welcher die Koeffizienten a Elemente aus £ und nicht sémtlich gleich 0 sind, existiert oder
nicht existiert. Die Elemente a4, ..., a;, brauchen nicht alle voneinander verschieden zu sein,
aber es ist klar, daf} sie, wenn gleiche unter ihnen vorkommen, stets linear abhéngig sind.
Wir bemerken ferner, dafl die Elemente «y, ..., a, linear abhingig sind, wenn schon ein Teil
von ihnen linear abhéngig ist, und gelangen auf Grund hiervon zu einer Ausdehnung unserer
Definition auf Systeme von unendlich vielen Elementen. Ein System & von unendlich vielen
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Elementen aus £ bezeichnen wir als linear abhéngig oder unabhéngig in bezug auf ], je
nachdem ein endliches Teilsystem von &, welches in bezug auf R linear abhéngig ist, existiert
oder nicht existiert. Die oben getroffene Unterscheidung zwischen (relativ) transzendenten
und algebraischen Elementen kann nunmehr auch so formuliert werden: Das Element x ist in
bezug auf R transzendent oder algebraisch, je nachdem seine Potenzen

2 n
(o T I AL

in bezug auf | linear unabhingig oder abhdngig sind." "
Wir fassen zunéchst die Adjunktion eines transzendenten Elementes ins Auge, die im

gegenwartigen Paragraphen allein behandelt werden soll. Hier gilt:

1. Jeder Korper R kann durch Adjunktion eines transzendenten Elementes x erweitert
werden.

Bilden wir ndmlich mittels der Elemente von £ alle Ausdriicke von der Form (1.), bestimmen
wir, daB zwei solche Ausdriicke Yagz®, Ybp2* nur dann als gleich gelten sollen, wenn fiir
jedes k ap = by wird, und setzen wir die Gleichungen (2.) als Definitionen fiir Addition
und Multiplikation fest, so haben wir ein 8 umfassendes System mit doppelter Komposition
geschaffen, welches, wie die direkte Ausrechnung sofort ergibt, den Bedingungen 1.—6. des
§ 1 entspricht. Sind ferner & = Yaiz® und B = Tbyz* zwei von 0 verschiedene Elemente
dieses Systems, a,,, b, die letzten von 0 verschiedenen Koeffizienten, so wird in dem Produkt
a- B = Yepak der Koeffizient Cman = Gm * by # 0, also a - B # 0. Da das System auch eine
Einheit enthélt, so stellt es einen Integritédtsbereich J dar, und da alle Elemente von J aus x
und den Elementen von & durch Addition und Multiplikation gebildet sind, so ist J = &[z]. "
Aus J erhdlt man aber, wie aus jedem Integritdtsbereich, durch Quotientenbildung einen
Korper, den Korper R(x).

2. Alle Erweiterungen eines Korpers, welche durch Adjunktion eines transzendenten
Elementes entstehen, sind dquivalent.

Denn sind R(x), R(y) zwei solche Erweiterungen, und ordnet man jedem Element von K(z),
das man sich in der Form eines Quotienten zweier Elemente von der Form (1.) dargestellt
denkt, dasjenige Element von K(y) zu, welches man erhélt, indem man x durch y ersetzt,
so ist leicht zu sehen, dafl man eine isomorphe Beziehung zwischen K(x) und K(y) hat, bei
welcher jedes Element von R sich selbst entspricht.

Die Elemente des Korpers £(z) nennen wir auch rationale, die des Integritatsbereiches
R[z] ganze Funktionen der Transzendenten oder Unbestimmten x im Korper 8 und verwenden
zu ihrer Bezeichnung in der iiblichen Weise die Funktionszeichen f(x),g(z), usw. Eine ganze
Funktion

flx)=co+crz+ - +cpa”

heilt vom Grade n, wenn ¢, # 0 ist, so dafl die ganzen Funktionen vom Grade 0 durch die
von 0 verschiedenen Elemente aus K dargestellt werden. Dem Element 0 schreiben wir keinen
Grad zu; wird jedoch von einer ganzen Funktion ausgesagt, dafl ihr Grad unterhalb einer
gewissen Grenze liegt, so soll immer der Fall mit inbegriffen sein, daf§ die Funktion gleich 0 ist.

Sind f(x) und g(x) ganze Funktionen der Unbestimmten z im Koérper K und ist g(z) # 0,
n der Grad von g(x), so kann man durch das bekannte Divisionsverfahren im Kérper 8 zwei
ganze Funktionen ¢(z) und r(z) so bestimmen, daf} erstens

(4.) f(@) = q(x) - g(x) +r(x)
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und zweitens der Grad von r(z) < n wird. Die Funktionen ¢(z) und r(x) sind durch die beiden
Forderungen eindeutig bestimmt. Die Gleichung r(z) = 0 besagt, da8 f(z) durch g(z) teilbar
ist. Es kann auch sein, dafl jede der Funktionen f(x),g(x) durch die andere teilbar ist; dann
unterscheiden sie sich nur um einen Faktor vom Grade 0, der also ein Element aus K ist. Zwei
solche Funktionen sind in allen die Teilbarkeit betreffenden Fragen als im wesentlichen gleich
anzusehen. Auf der eindeutigen Bestimmtheit der in (4.) auftretenden Funktionen g(x),r(x)
beruht es, daf§ es fiir diese Fragen (im Gegensatz zu den spéter behandelten der Irreduzibilitét)
gleichgiltig ist, in welchem Koérper & die Funktionen betrachtet werden; es mufl nur eben ein
Korper sein, dem die Koeffizienten der Funktionen als Elemente angehoren, wihrend x in
bezug auf ihn transzendent ist. — Dies gilt auch fiir die Frage nach dem gréfSten gemeinsamen
Teiler t(x) zweier ganzer Funktionen f(x),g(x), in welchem jeder gemeinsame Teiler von f(x)
und g(z) aufgeht. t(x) ist gleich 0, wenn f(z) =0, g(x) = 0 ist, sonst von 0 verschieden und
nur bis auf einen Faktor vom Grade 0 bestimmt. Um ¢(x) eindeutig zu fixieren, setzen wir fest,
dafl der Koeffizient der héchsten Potenz von x gleich der Einheit sein soll, und bezeichnen
den so bestimmten groBten gemeinsamen Teiler ¢(z) von f(x) und g(z) durch

(f(x), g(x))-

Das Eulersche Verfahren™?”® lehrt t(z) finden und in der Form

(5.) t(x) = f(x) - gi(x) + g(z) - fi(x)

darstellen. Die hier auftretenden ganzen Funktionen fi(x),g1(x) sind eindeutig bestimmt,
wenn gefordert wird, dafl ihre Grade bzw. kleiner sein sollen als die Grade von f(z) und g(x);
sie gehoren wie t(z) zu jedem Korper, zu dem die Funktionen f(z), g(z) gehoren. Durch die
Gleichung

(f(x), 9(x)) =€
wird ausgedriickt, da3 f(z) und g(z) teilerfremd sind.
Vom Fulerschen Algorithmus aus gelangt man in bekannter Weise weiter zu den Sétzen

3. Ist f(z) zu g(x) teilerfremd, f(x)- h(z) durch g(x) teilbar, so ist h(x) durch g(x)

teilbar. 70

4. Sind f(x) und h(x) zu g(x) teilerfremd, so ist auch f(z)-h(z) 2u g(x) teilerfremd. ” 7!

Es werde der Korper 8 durch Adjunktion eines transzendenten Elementes z zu R(x)
erweitert. Jedes Element & von £(z) 148t sich dann auf unendlich viele Weisen als Quotient
zweier Elemente f(z), g(x) von K[z] darstellen. Durch Kiirzen mit dem gréfiten gemeinsamen
Teiler kann man bewirken, dafl Zdhler und Nenner teilerfremd sind, sodann kann durch
Multiplikation von Zéhler und Nenner mit einem Element aus & bewirkt werden, daf} im
Nenner der Koeffizient der hochsten Potenz gleich € wird. So erhalten wir eine ,,reduzierte®
Darstellung von £, und es gibt nur eine solche. Denn nehmen wir zwei reduzierte Darstellungen

von £ an
_f) _ hil@)

g9(x)  gi(z)’

8 In heutiger Sprache: euklidischer Algorithmus. — Hrsg.
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so folgt
f(@) - gi(z) = fi(z) - g(2),

und hieraus, weil g(x) zu f(z) teilerfremd ist, aber in dem Produkt f(z)-g1(x) aufgeht, dal g(x)
in g1(z) aufgehen mufl. Ebenso muf} g;(x) in g(x) aufgehen, und da beide Funktionen ¢ zum
Koeffizienten der hochsten Potenz haben, so ergibt sich g(z) = g1(z), f(z)-g(x) = fi(z) - g(x),
also auch f(x) = fi(x). — Es bezeichne wieder { = % die reduzierte Darstellung des
Elementes ¢ aus &(z). Nehmen wir an, dal £ in bezug auf & algebraisch ist. Dann besteht
eine Relation von der Form

(6.) cot+cié+- -+, " =0,

in welcher die Koeffizienten ¢ dem Koérper K angehéren und ¢, # 0 angenommen werden
darf. Wir diirfen aber, sofern £ # 0, auch cg # 0 annehmen. Denn wenn ¢, der erste von 0
verschiedene Koeffizient ist, so folgt aus (6.) die Gleichung

cptepr1§+ el =0,

in welcher wieder das von & freie Glied ungleich 0 ist. Nehmen wir also gleich ¢y # 0 an, so
erhalten wir aus (6.) nach Multiplikation mit (g(x))" eine Gleichung, der wir die Formen

9(@)leo(g(@))" ™ + -+ + ena (f(2))" 7 = —en(f(2)",
—co(g())" = f(@)ler(g(@)" ™ + -+ en(f ()]

geben konnen, aus denen ersichtlich ist, dal (f(x))™ durch g(z), (g(z))™ durch f(z) teilbar
ist. Da aber f(x) und g(x) teilerfremd sind, so ist dies nach 4. nur méglich, wenn f(z) und
g(z) vom Grade 0 sind, also £ Element des Korpers £ ist. Somit gilt der Satz:

5. In dem Korper R(x), welcher aus 8 durch Adjunktion eines transzendenten Ele-
mentes x hervorgeht, sind alle Elemente aufler denen von R selbst in bezug auf R transzendent.

Dieser Satz, welcher sein Gegenstiick in dem Satz 3 des § 6 findet, zeigt, daf§ die Erweite-
rungen, welche durch die Adjunktion eines transzendenten Elementes erhalten werden, von
denen, welche die Adjunktion eines algebraischen Elementes liefert, durchaus verschieden sind.

In dem Korper £(x), welcher aus & durch Adjunktion des transzendenten Elementes z
hervorgeht, sind alle Elemente rationale Funktionen von = oder natiirlich auch von irgendeinem
andern primitiven Elemente, wihrend hingegen die Unterscheidung der Elemente von &(z)
als ganze und gebrochene sich auf ein bestimmtes Element x bezieht. Ein von der Wahl des

primitiven Elementes unabhéngiger Begriff ist (wie noch gezeigt werden soll) der Grad einer
rationalen Funktion R(x). Ist R(x) = % die Darstellung von R(x) in reduzierter Form, und
sind m und n die Grade von f(z) und g(x), so heifit die groflere der Zahlen m und n, und

wenn beide gleich sind, die Zahl m = n der Grad der rationalen Funktion R(x). Wir beweisen:

6. FEine rationale Funktion n-ten Grades von einer rationalen Funktion v-ten Grades
(n>0,v > 0) ist eine Funktion vom Grade n - v.

Es seien in reduzierter Darstellung

(7. Rz) =18 () = 20

9()
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rationale Funktionen von x im Koérper K, n und v ihre Grade,

(8) {f(x)zaox”—l——i—an, g(x):bol’n—i-—i—bn,

p() = apz” + -+ ay, Y(x)=Por” + -+ B
Dann kénnen weder die Elemente ag, by, noch die Elemente o, 8y zugleich verschwinden. Da

f(z) und g(z) teilerfremd sind, kann man zwei ganze Funktionen fi(z), g1(x), deren Grade
< n sind, so bestimmen, dafl

9.) f(@) - g1(x) +g(z)- fi(z) =¢
wird. Setzt man

(10.) v = apag + alag_lﬂo + - +afy, 6=boaj + blag_l,é’g + -+ by,

) 8. 6:9(;‘2) 8,

v (5) +on (5) =85 2o
Bo Bo

und es kénnen also v und 9 nicht zugleich 0 sein. Dasselbe ist aber auch der Fall, wenn 5y = 0

ist. Denn alsdann ist og # 0, v = apag), 0 = booyj, woraus, weil ag und by nicht zugleich

verschwinden, das Behauptete folgt. Nun stellen aber v und ¢ die Koeffizienten der n - v-ten

Potenz von x in den ganzen Funktionen

so ist im Falle 5y # 0
(o
K Bo
also nach (9.)

(11.) {U(l‘) = aO@n+a190n71¢+ 4 ap,

7(x) = bog™ + br" W+ -+ byY"
dar (wo ¢ und ® fiir ¢(z) und ¢ (x) geschrieben ist). Von den Funktionen o(x) und 7(x),

deren keine, wie aus (11.) und (8.) ersichtlich ist, den Grad n - v tiberschreitet, muf} also
wenigstens eine diesen Grad erreichen. Nach (8.) ist

(12, o(z) = f (j) Y, (@) = g (i) o,

also wegen (7.)

(13.) R(P(z)) = ‘T’Eg
Aus (12.), (9.) folgt
(14, o(@) - (£) v+ rta) i (5wt = un,

und hierin sind gy (55) Y™ ' und fi (%) ¢! ganze Funktionen von x. Setzen wir, indem wir
die oben eingefiithrte Bezeichnung des grofiten gemeinsamen Teilers anwenden,

(15.) (o(2),7(x)) = t(),
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(16.) (t(2), ¥ (x)) = u(z),

so geht u(z) in o(z), 7(x), ¥ (z), also zufolge (11.) auch in ¢™ auf. Da aber ¢(x) und ¥ (z)
teilerfremd sind, so muf u(z) = ¢ sein. Mithin ist #(z) zu ¥(z), also auch zu ¥?*~! teilerfremd.
Aus (15.), (14.) geht aber hervor, daB ¢(z) in ¥?"~! aufgeht. Hiernach muB ¢(x) = ¢ sein, d.
h. die Funktionen o(z), 7(x) sind teilerfremd, und da wenigstens eine von ihnen den Grad
n - v, keine aber einen hoheren Grad hat, so ist nach (13.) der Grad der rationalen Funktion
R(P(z)) gleich n-v, w. z. b. w.

Bei dem vorstehenden Beweise wurde der Satz benutzt, dafl Gleichungen, welche zwischen
rationalen Funktionen einer Transzendenten = in einem Koérper K bestehen, richtig bleiben,
wenn fiir x irgend ein Element des Korpers & oder auch irgend eines Erweiterungskorpers
von R eingesetzt wird, sofern nur durch diese Substitution keine verschwindenden Nenner
eingefithrt werden. Dieser Satz ist eine unmittelbare Folge des Umstandes, dafl fiir Gleichheit,
Summe, Produkt zweier rationaler Funktionen eines transzendenten Elementes nur solche
Festsetzungen getroffen wurden, welche auf Grund der allgemeinen Eigenschaften der Kérper
fir jedes Element x gelten, mag dasselbe transzendent sein oder nicht.

Ist y ein Element des Korpers K(z), so ist &(y) ein Korper zwischen & und £(x). Jedes
Element von £(y) hat, als rationale Funktion von z in £ betrachtet, einen Grad, der nach 6.
durch den Grad n des Elementes y teilbar ist. Soll y primitives Element von RK(z) in bezug
auf R, also &(y) = R(z) sein, so mufl auch der Grad des Elementes z, das ist 1, durch n

teilbar, also n = 1 sein. Diese Bedingung ist aber auch hinreichend. Ist namlich y = % vom

0,53 _Clcl/y?_l’a; x gehort also

Grade 1, so ist, wie leicht zu sehen, ad — be # und es wird z =

dem Korper £(y) an, und es ist K(y) = K(x). Also:

7. Die primitiven Elemente des Korpers R(x) sind die rationalen Funktionen vom
Grade 1.7

Ist z irgend ein Element des Korpers R(x) = R(y), der aus £ durch Adjunktion des
transzendenten Elementes x oder y entsteht, so kann z als rationale Funktion von x oder y
dargestellt werden:

z=R(z) = Ri(y)-

Da y, als Funktion von x betrachtet, vom Grade 1 ist, so ist nach 6. der Grad von R(x) in x
gleich dem Grade von Rj(y) in y. Somit ergibt sich:

8. Kann der Kirper £ aus K durch Adjunktion eines transzendenten FElementes
erhalten werden, so kommt jedem Element von £ in bezug auf K ein bestimmter Grad zu,
welcher von der Wahl des primitiven Elementes unabhdngig ist.

Wir beweisen noch den Satz:

9. Werden einem Kérper Ry nacheinander n Elemente x1,xo,...,x, adjungiert,
wodurch die Korper

Ro(z1) =81, RKi(z2) =RKe,..., Ruoi(zn) =K,

entstehen, und ist jedes Element xy(k =1,...,n) in bezug auf Ki_1 transzendent, so ist jedes
Element xj, transzendent in bezug auf den Korper, der aus Ry durch Adjunktion der ibrigen
n — 1 Elemente hervorgeht.”
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Beweis: Wir zeigen zunéchst, dal 21 in bezug auf den Korper Kg(z2) transzendent ist.
Ware dies namlich nicht der Fall, so hiatte man eine Relation

(17.) co+c1xy + cort -+ el =0,

in welcher die Koeffizienten ¢ Elemente aus £o(z2) und nicht alle gleich 0 sind. Denkt man
sich die Koeffizienten ¢ als Quotienten von Elementen aus £[x2] geschrieben und multipliziert
man (17.) mit den Nennern, so erhélt man eine Relation von derselben Form (17.), in welcher
die Koeffizienten ¢ nunmehr Elemente aus £[x2] und ebenfalls nicht sdmtlich gleich 0 sind.
Es sei z. B.

Ck = Cko + Cr1T2 + - + cpy # 0;

dann ist wenigstens einer der Koeffizienten cyg, c1, - .., cgr, die sdmtlich Elemente aus Rg
sind, etwa ¢y, von 0 verschieden. Wird jetzt die linke Seite von (17.) nach Potenzen von x5
geordnet, so erhélt man

(18.) C()+Cl$2+02x§+"'+05x§ =0,

wo die Koeffizienten C' Elemente aus £o[z1], also auch aus Ko(z1) sind und C; # 0 ist, weil der
Koeffizient der in C} vorkommenden Potenz :v]f gleich ¢y # 0 ist. Aus (18.) wiirde aber folgen,
daB 2 in bezug auf Ky(x1) = K algebraisch ist. Da dies gegen die Voraussetzung ist, so ist 1
in bezug auf Ko(x2) transzendent. — Hiermit ist im Falle n = 2 der Satz 9. bewiesen. Ist n > 2,
so kann man induktiv verfahren. " Die Korper £, f3, ..., R, gehen aus £ hervor, indem
nacheinander die n — 1 Elemente xg, x3, ..., x, adjungiert werden. Da z(k = 2) in bezug auf
Rr_1 transzendent ist, so ist als bewiesen zu erachten, daf jedes Element xi(k = 2) in bezug
auf den Korper 8) transzendent ist, welcher aus &) durch Adjunktion der iibrigen Elemente
der Reihe 9, x3, ..., z, hervorgeht. Dieser Korper &), ist aber identisch mit dem Korper, der
aus Ko durch Adjunktion der Elemente z1, ..., z, mit Ausnahme von x; erhalten wird. Sonach
ist nur noch zu zeigen, dafl auch z; in bezug auf Ky(z2,z3,...,z,) transzendent ist. Wird
Ro(z2) = K] gesetzt, so ist, wie bereits gezeigt wurde, z1 in bezug auf &) transzendent. Aus &)
aber erhilt man die Koérper Rg, &3, ..., R,, indem man nacheinander x1, 3, ..., x, adjungiert.
Da dies wieder nur n — 1 Elemente sind, so folgt, dal z1 in bezug auf &) (xs,z4,...,2y)
transzendent ist, und da &) (z3, x4, ..., 2,) = Ko(x2,T3,...,2y,) ist, so ist auch fiir diesen Fall
die Behauptung erwiesen.

Von dem Koérper &, sagen wir, dafl er aus £y durch Adjunktion von n Transzendenten
oder Unbestimmten x1, xs, ..., z, hervorgeht, und nennen die Elemente von R,, rationale, die
des Integritétsbereiches Ro[x1, 2, ..., x,] ganze Funktionen dieser Unbestimmten. — Durch
mehrmalige Anwendung des Satzes 2. ergibt sich, daf} allgemein zwei Erweiterungen £ und
M eines Korpers K, deren jede durch Adjunktion von n Transzendenten aus K abgeleitet
ist, dquivalent sind: Ist £ = R(z1,...,2,), M = K(y1,...,Yn), s0 gibt es eine bestimmte
isomorphe Beziehung zwischen £ und 91, welche den Elementen zi,...,x, die Elemente
Y1,-..,Yyn zuordnet und jedes Element von R sich selbst entsprechen lafit. " *°
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§6.

Adjunktion eines algebraischen Elementes.

Ist f(x) eine ganze Funktion vom Grade n in einem Koérper &, a ein Element aus £, so
erhalt man durch Division mit z — «

(1) f(@) = (z = a)q(z) +r,

wo ¢(x) eine Funktion vom Grade n — 1 in K und r Element aus £ ist. Aus (1.) folgt f(a) =1,
also, wenn « Nullstelle von f(z) d. h. f(«) = 0 ist, die Zerlegung von f(x) in (z — «) - q(z),
woraus man weiter schlief$t, daf} eine ganze Funktion vom Grade n in einem Kérper nicht mehr
als n Nullstellen haben kann. — Aus der Darstellung des grofiten gemeinsamen Teilers ¢(x)
zweier ganzer Funktionen f(z), g(x) in § 5, (5.) geht hervor, dal jede gemeinsame Nullstelle
von f(z) und g(z) Nullstelle von t(x) sein muf}, und dafi daher teilerfremde Funktionen keine
gemeinsame Nullstelle haben.

Reduzible und irreduzible Funktionen. — Eine ganze Funktion f(z) vom Grade n = 1,
deren Koeflizienten einem Korper K angehoren, heiflit reduzibel in K, wenn es in K zwei
ganze Funktionen kleineren Grades gibt, deren Produkt gleich f(z) ist; andernfalls heifit f(z)
irreduzibel in K. Ist R ein Teilkorper von K und gehoren die Koeffizienten von f(x) schon
dem Korper £; an, so ist klar, dafl die Funktion f(x), wenn sie in 8 irreduzibel ist, auch in £;
irreduzibel sein muf}, dagegen kann f(x) in K irreduzibel, in K reduzibel sein. — Da eine im
Korper 8 irreduzible Funktion ¢(z) zu jeder andern Funktion aus £, in der sie nicht aufgeht,
teilerfremd ist, so ist nach § 5, 4. das Produkt zweier ganzer Funktionen f(z), g(x) aus K nur
dann durch ¢(z) teilbar, wenn wenigstens eine der beiden Funktionen f(x),g(z) durch ¢(z)
teilbar ist. Hieraus folgert man in bekannter Weise, dafl jede ganze Funktion f(x) aus & nur
auf eine Art in irreduzible Faktoren zerlegbar ist. Dabei ist natiirlich von Faktoren nullten
Grades abzusehen™ 7.

Ist ¢(x) eine ganze Funktion der Unbestimmten = im Koérper &, n(= 1) ihr Grad und
nennen wir zwei Elemente g1 (), g2(x) aus K[z] kongruent nach dem Modul ¢(x)

91(z) = g2(z)  mod. (),

wenn g1(x) — ga(x) durch ¢(z) teilbar ist, so sind alle Funktionen, die einer gegebenen
kongruent sind, auch untereinander kongruent, und jede Funktion f(z) ist einer reduzierten
Funktion, d. h. einer Funktion kongruent, deren Grad < n ist. Aus zwei Kongruenzen

g1(z) = g2(z), hi(z) = ha(x) mod. ¢(z)
ergeben sich die Kongruenzen
g1(z) + hi(z) = g2(x) + ha(x), g1(x) - hi(z) = g2(x) - ho(x) mod. ¢(x).

Fafit man daher kongruente Funktionen zu einer Restklasse zusammen, so werden durch
zwei solche Klassen A, B zwei weitere C, D in der Weise eindeutig bestimmt, daf§ wenn g(z)
irgendein Element aus A, h(z) ein solches aus B ist, allemal g(x) 4+ h(z) zu C, g(x) - h(x) zu
D gehort. Setzen wir also

A+B=C, A-B=D,

) Uber die Ausdehnung dieser Sitze auf Funktionen von mehreren Verénderlichen s. Weber, Math. Ann. 43, S.
521 ff., § 3.
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so bilden die Restklassen ein System mit doppelter Komposition, und aus dem Umstande,
daf der Integritatsbereich f]z] die Bedingungen 1. bis 6. des § 1 erfiillt, ist dasselbe leicht
fiir das Restklassensystem zu erschlieBen. Die Nullklasse" %, die durch 0 bezeichnet werden
moge, umfaft hierbei die durch ¢(x) teilbaren Funktionen. Ist ¢(x) reduzibel, stellt

(2.) g(z) - h(x) = p(z)

eine Zerlegung dar und bezeichnen A und B die Restklassen, zu welchen g(x) bzw. h(x)
gehoren, so hat man zufolge (2.)

A#£0, B#0, A -B=0.

Nehmen wir dagegen an, dafl ¢(z) irreduzibel ist, so ist das Produkt zweier Funktionen nur
dann durch ¢(x) teilbar, wenn wenigstens ein Faktor durch ¢(x) teilbar ist, und es ist also
das Produkt zweier Restklassen nur dann gleich 0, wenn wenigstens ein Faktor gleich 0 ist.
Hieraus ergibt sich weiter, dafl aus A # 0, AB = AC stets B = C folgt. Sind endlich A und B
zwei Restklassen, ist A # 0 und bezeichnen f(z), g(z) Funktionen aus A bzw. B, so ist f(x)
zu p(z) teilerfremd; man kann also zwei Elemente ¢(x), x(x) in K[z] so bestimmen, da8

f(@)-P(@) + o(z) - x(2) =&,

also

(3.) f(x) - (h(x) - g(x)) = g(x)  mod. (z)

wird. Bezeichnet C' die Restklasse, welcher die Funktion 1 (z) - g(z) angehort, so ist zufolge

(3.)
A-C =B,

und somit erfiillt das Restklassensystem auch die Bedingung 7. des § 1. Wir erhalten also den
Satz:

1. Das zu der ganzen Funktion p(x) aus K gehirige Restklassensystem stellt dann
einen Korper dar, wenn ¢(x) in & irreduzibel” " ist.

Es sei nun R(j) ein Korper, der aus & durch Adjunktion eines algebraischen Elementes j
hervorgeht. Dann sind die Potenzen

£,4,5%, ... in inf.
linear abhéngig, und wenn n die kleinste Zahl ist, fiir welche
67 j? j27 MR jn

linear abhéngig sind, so besteht zwischen diesen Potenzen eine lineare homogene Relation mit
Koeffizienten aus R, deren letzter von 0 verschieden ist, also, da man durch ihn dividieren
kann, gleich € angenommen werden darf. Die so erhaltene Relation

(4.) ap+arj+agii+ 4 an_1j"t+5"=0
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ist eindeutig bestimmt. Denn héitte man eine zweite solche, so erhielte man durch Subtraktion
eine lineare homogene Relation zwischen den Elementen ¢, j, ..., 5" !, die doch linear unab-
héngig sein sollen. Wir betrachten nun den in R(j) enthaltenen Integritatsbereich K[j] (der sich
nachtraglich als mit RK(j) identisch erweist) und vergleichen ihn mit einem Integritétsbereich
RK[z], der aus K durch Adjunktion eines transzendenten Elementes x hervorgeht. f]x] enthélt
die Funktion

o(x) = 2" + ap_ 12"+ +ag,

welche zufolge (4.) die Nullstelle j hat. Sind g(x), h(z) Elemente aus K]x] und sind ihre Grade
< n, so ist, weil €, j,..., %! linear unabhingig sind, g(j) # 0, h(j) # 0, und es folgt

©(j) =0#g(j) - h(4)

und hieraus

p(x) # g(x) - h(z),
d. h. ¢(z) ist nicht das Produkt zweier Funktionen kleineren Grades in R, also in K irreduzibel.
Nach den angegebenen Sétzen iiber irreduzible Funktionen ist ¢(x) die einzige irreduzible
Funktion aus K mit j als Nullstelle, von einem Faktor aus £ abgesehen, der aber hier durch

die weitere Forderung, dafl der Koeffizient der hochsten Potenz gleich e sein soll, auch fortfallt.
Wir nennen den Grad n von ¢(x) auch Grad des Elementes j in bezug auf K, in Zeichen:

n=1[j: K

Wir ordnen nun jedem Element f(z) aus 8]z]| das Element f(j) aus K[j] zu. Ist f(x) vom Grade
0, also Element von R, so wird f(j) = f(x); die Elemente von £[j], welche den Elementen
von R[z] entsprechen, umfassen alle Elemente von der Form

Co+C1j—|—"'+ijk

mit beliebigen Koeffizienten ¢ aus K, erschépfen also den Integritétsbereich K[7]. Es entsprechen
aber jedem Element von £]j] unendlich viele Elemente von £[z]. Sind namlich fi(z), fa(x)
irgend zwei Elemente aus K[z], so kann man

(5.) fi(z) = fa(x) = q(2) - p(x) + 7(2)

setzen, wo ¢q(z), r(z) Elemente aus f[z| sind und der Grad von r(z) < n ist. Hieraus folgt
aber

H1G) = f205) + (),

und da r(j) nur dann gleich 0 sein kann, wenn r(z) = 0 ist, wenn also nach (5.) fi(z) = fa(x)
mod. p(z) ist, so entsprechen einem Element aus £[j] die Elemente einer bestimmten Restklasse
mod. ¢(z), und wir haben also eine ein-eindeutige Beziehung zwischen diesen Restklassen
und R[j]. Da ferner aus

f(x) +g(x) = Wz), f(z)-g9(z) = k(z)

stets

FG)+90) = h(), () 90) = k()
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folgt, so ist die Beziehung isomorph. Da ¢(x) irreduzibel ist, so ergibt sich, dafl das Restklas-
sensystem ein Korper ist, es muf} also auch das isomorphe System K[j] ein Korper sein; mithin
wird K[j] = R(j). Da jede Restklasse genau eine Funktion enthilt, deren Grad < n ist, so
wird in der Form

(6.) co+ e+ +en1j"
wenn fiir die Koeffizienten ¢ beliebige Elemente aus & genommen werden, jedes Element aus
R(7) genau einmal dargestellt.

Ist R(j) eine zweite Erweiterung von &, und ist j Nullstelle derselben irreduziblen Funktion
©(x), so haben wir, wie zwischen £(j) und dem Restklassensystem mod. ¢(z), so zwischen
diesem System und £(j) eine isomorphe Beziehung. Aus diesen resultiert ein Isomorphismus
zwischen £(j) und £(7), bei welchem nach dem Vorangehenden jedes Element von R sich selbst
entspricht. Beide Erweiterungen sind also dquivalent. — Andererseits ist leicht zu sehen, dafl
zu jeder irreduziblen Funktion ¢(x) aus 8 wirklich eine Erweiterung £(j) gehort, bei welcher j
eine Nullstelle von ((x) ist. Bezeichnet nimlich £ den zu ((x) gehérigen Restklassenkorper, so
besteht eine isomorphe Beziehung my zwischen & und einem Teilkérper & von £, durch welche
jedem Element a von R die durch a représentierte Restklasse zugeordnet wird. Wir fithren
nun ein System & von neuen Elementen ein, die wir den nicht zu £ gehérigen Elementen von
£ eindeutig zuordnen. """ Diese Zuordnung und my ergeben eine Abbildung 7 zwischen £
und dem System £ = 8 + &. Sind A, B, C, D Elemente aus £, a,b, ¢, d die entsprechenden
aus Lund ist A+ B =C, A-B = D, so wird, falls ¢ und b zu K gehoren, a + b = c,
a - b= d. Verfiigen wir, dafl auch andernfalls diese Gleichungen bestehen sollen, so wird £ ein
zu £ isomorpher Kérper, der eine Erweiterung von £ darstellt. Ist j dasjenige Element von
£, welches in dem Isomorphismus 7y der durch x repriasentierten Restklasse entspricht, so
ergibt sich aus der Definition der Addition und Multiplikation von Restklassen sofort: Ein
Element g(z) aus R[x] reprasentiert eine Restklasse, welcher durch m das Element g(j) aus £
zugeordnet wird. Daraus folgt aber, dafl ¢(j) = 0 und dafl durch die Elemente von der Form
g(j) der Korper £ erschopft, mithin £ = K(j) wird. Also:

2. Durch jede irreduzible Funktion ¢(x) aus 8 wird eine und — abgesehen von
dquivalenten Erweiterungen — nur eine Erweiterung R(j) bestimmdt, in welcher j Nullstelle
von () dst. 4!

Ist p(x) vom Grade n und sind 79,71, - . .,¥n irgend welche n + 1 Elemente aus £(j), so
kénnen wir diese in der Form

Yi=cio+cinf A i1 (i=0,...n)

mit Koeffizienten aus £ darstellen. Aus dem in § 1 erwéhnten Satz iiber lineare Gleichungen
folgt, dafl wir in K n + 1 Elemente by, ..., b,, die nicht alle 0 sind, so bestimmen koénnen,
daB > bivi = 0 wird. n + 1 Elemente sind also stets linear abhéngig. Da dies auch fiir die
Potenzen ¢,7,v%,...,7" eines beliebigen Elementes von £(5) gilt, so haben wir den Satz:

3. Geht der Korper £ aus R durch Adjunktion eines algebraischen Elementes j hervor,
so sind alle Elemente von £ algebraisch. Ist n der Grad von j, so ist jedes System von mehr
als n Elementen linear abhdingig. ”*”
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§7.

Grundlagen der algebraischen Erweiterungen.

Algebraische Erweiterungen; algebraisch abgeschlossene Kérper. — Nachdem in §§ 5
und 6 die einfachsten Erweiterungen, die primitiven, untersucht worden sind und zu einer
Unterscheidung (relativ) algebraischer und transzendenter Elemente gefiihrt haben, sollen
nun zuerst die algebraischen Erweiterungen nédher betrachtet werden. Ein Korper £ heifit
algebraisch in bezug auf einen Teilkorper K oder eine algebraische Erweiterung von K, wenn
jedes Element von £ in bezug auf K algebraisch ist. Jeder Koérper £ enthélt Elemente, die in
bezug auf einen gegebenen Teilkérper K algebraisch sind. Denn es ist klar, daf3 jedes Element
von R selbst in bezug auf K algebraisch und zwar vom Grade 1 ist. Ebenso sieht man sofort,
dafl ein nicht zu K gehoriges Element von £, falls es in bezug auf K algebraisch ist, einen
Grad > 1 hat, also Nullstelle einer in £ irreduziblen Funktion von hoherem als erstem Grade
ist. Soll also eine algebraische Erweiterung £ von R existieren, und zwar eine wirkliche d. h.
von R verschiedene, so ist dazu notwendig, aber nach § 6, 2. auch hinreichend, daf} es in K
irreduzible Funktionen gibt, deren Grad > 1 ist. Sind solche nicht vorhanden, zerféllt also jede
ganze Funktion héheren Grades in Linearfaktoren, so ist der Kérper K keiner algebraischen
Erweiterung mehr fihig und soll deshalb algebraisch abgeschlossen heiflen. Die Existenz solcher
Korper wurde zuerst durch den Fundamentalsatz der Algebra*’ erwiesen, welcher aussagt,
dafl der Korper der komplexen Zahlen algebraisch abgeschlossen ist.

Absolut algebraische Elemente und Korper. — Wenn ein Element « eines Korpers K in
bezug auf einen Teilkérper K algebraisch ist, so ist es natiirlich auch in bezug auf jeden
Korper zwischen R; und K algebraisch. Ist daher « in bezug auf den in K enthaltenen
Primkorper algebraisch, so ist « in bezug auf jeden Teilkérper algebraisch. Ein solches Element
« soll deshalb absolut algebraisch genannt werden. Ebenso nennen wir einen Korper absolut
algebraisch, wenn er schon in bezug auf seinen Primkoérper algebraisch ist oder, was dasselbe
besagt, wenn alle seine Elemente absolut algebraisch sind.

Endliche Erweiterungen. — Ist R Teilkérper von £, so sagen wir: £ ist in bezug auf K
endlich und vom Grade n — in Zeichen

[£:R=n

—, wenn man in £ n in bezug auf K linear unabhéngige Elemente angeben kann, wahrend
jedes System von mehr als n Elementen aus £ in bezug auf K linear abhéngig ist.

1. Jede endliche Erweiterung eines Korpers ist algebraisch.

Denn, wenn [£ : £] = n und « ein Element von £ ist, so sind die Elemente ¢, o, a2, ... a"

in bezug auf R linear abhéngig, d. h. « ist in bezug auf K algebraisch. Es gibt aber auch
unendliche (nicht-endliche) algebraische Erweiterungen, z. B. die Erweiterung des Korpers
der rationalen Zahlen zum Korper aller algebraischen Zahlen. — Man sieht sofort, daf jeder
Korper K in bezug auf sich selbst endlich, und zwar vom Grade 1 ist, wiahrend jede wirkliche
endliche Erweiterung einen Grad > 1 hat.

Basis einer endlichen Erweiterung. — Ist der Korper £ in bezug auf seinen Teilkorper £
endlich, [£ : R] = n, sind die Elemente «y,...a, aus £ in bezug auf £ linear unabhéngig und
ist 0 irgendein Element aus £, so besteht zwischen a1, ...a, und S eine lineare homogene
Relation mit Koeffizienten aus £, der man, weil der Koeffizient von 3 ungleich 0 ist !, die
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Form
(1) 5261051 + -+ cpay

geben kann. Diese Darstellung ist nur auf eine Weise moglich, weil aus zwei Gleichungen
fiir 8 von dieser Form durch Subtraktion eine lineare homogene Relation zwischen aq, ... ay,
folgen wiirde. — Nehmen wir jetzt andererseits an, dafl aq,...qa, Elemente irgendeines
Erweiterungskorpers £ von R sind. Weil man dann, dafl jedes Element 8 von £ sich héchstens
auf eine Weise in der Form (1.) darstellen 148t, so gilt dies auch fiir 5 = 0, und der Ausdruck
c1a1 + -+ + ¢y, ist also nur dann gleich 0, wenn alle Koeffizienten 0 sind. Daher ist die
Erweiterung £, wenn iiberhaupt endlich, wenigstens vom Grade n. Weil man hingegen, dafl
jedes Element 5 von £ sich wenigstens auf eine Weise in der Form (1.) darstellen l&8t, so
erhélt man fiir irgendwelche n + 1 Elemente (g, 81, . . . 8, Darstellungen von der Form

5i:ci1a1+-~~+cmo¢n (z:O,n)

und kann daher nach dem in § 1 angefithrten Satz iiber lineare homogene Gleichungen n + 1
Elemente do, .. .d,, die nicht alle 0 sind, in & so bestimmen, dafl dySy + -+ + dpfSn = 0
wird. Die Erweiterung £ ist also endlich und hdchstens vom Grade n. — Soll demnach die
Darstellung (1.) fiir alle Elemente von £ und fiir jedes nur auf eine Weise moglich sein, so muf3
[£: R] = n und das System a1, ..., linear unabhingig sein. Aus diesem Grunde wird ein
System von n linear unabhéngigen Elementen eines Erweiterungskorpers n-ten Grades auch
als Basis dieses Korpers (in bezug auf den Grundkorper) bezeichnet. — Bilden die Elemente
a1, ... a, eine Basis fiir den Erweiterungskorper £ und sind S, ... 8, irgendwelche Elemente
aus £, deren Darstellung in der Form (1.)

Bi = ciioq + -+ - + cinoy, (z:l,n)

sein moge, so zeigt man in bekannter Weise, dafi die Elemente (1, ... 3, dann und nur dann
eine Basis fiir £ bilden, wenn die Determinante |c;;| von Null verschieden " ist.
Im Anschlufl hieran leiten wir einige einfache Sétze iiber endliche Erweiterungen ab:

2. Ist £ eine Erweiterung von K, M eine solche von £, so ist M dann und nur dann
in bezug auf R endlich, wenn £ in bezug auf K, M in bezug auf £ endlich ist; und es ist in
diesem Fulle

[ : /) =[L: /- [ g]. "0

Ist namlich [9 : K] = v, so besteht zwischen v+ 1 Elementen aus 9 eine lineare homogene
Relation mit Koeffizienten, die g, also auch £ angehéren. Es ist also 9 in bezug auf £ endlich.
Ebenso besteht zwischen v+ 1 Elementen aus £, da diese zu ) gehoren, eine lineare homogene
Relation mit Koeffizienten aus K, d. h. £ ist endlich in bezug auf K. Setzen wir andererseits
voraus, dafl

[E:Rl=m, [M:L=n
ist, und wéhlen wir eine Basis a1, ... a;; von £ in bezug auf K und eine Basis f1,... 3, von
M in bezug auf £. Dann sind die m - n Elemente o; - B (i = 1,...m;k = 1,...n) in bezug auf
£ linear unabhéngig. Denn aus einer Relation };  ¢ixif = 0, in welcher die Koeffizienten
c;. dem Korper K angehoren folgt, wenn

(2.) Zcikai = Y (k=1,...n)
i=1
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gesetzt wird, > p_; Bk = 0. Da die Koeffizienten 74 zu £ gehoren und die Elemente i eine
Basis von 9t bilden, so mufl y3 = 0,...7, = 0 sein. Dann aber folgt aus (2.), daf} alle m - n
Koeflizienten c;; gleich 0 sein miissen, womit die lineare Unabhéngigkeit der Elemente ;0
erwiesen ist. Ist ferner 7 irgendein Element aus 91, so erhélt man

T=0181+ "+ onbh,
wo die Koeffizienten o, zu £ gehoren,
Ok = Q101 + * - + AmkOm,

wo die Koeflizienten a;;, Elemente aus £ sind, und hieraus
7= airaifr,
ik

d. h. jedes Element von 9t ist durch die m - n in bezug auf R linear unabhéngigen Elemente
«; B, mit Koeffizienten aus £ linear und homogen ausdriickbar; es ist also

[ : 8] =m - n.

3. Sind £ und M endliche Erweiterungen gleichen Grades von K und ist £ in M
enthalten, so ist £ mit 9N identisch.

Denn nach 2. ist [ : £] =1, also £ = M.

4. Ist R(j) eine einfache algebraische Erweiterung von K, so ist

Denn, wenn [j : K] = n ist, so ist, wie im vorigen Paragraphen gezeigt wurde, jedes Element
von R(j) auf eine und nur eine Weise in der Form

co+c1j +“'+Cn_1jn71

mit Koeffizienten aus £ darstellbar; die Elemente ¢, 5, ... " ! bilden also eine Basis von £(j)
in bezug auf R.

5. Ist der Korper £ in bezug auf seinen Teilkdrper K endlich und vom Grade n, so
ist der Grad jedes Elementes von £ (in bezug auf 8) ein Teiler von n, die Erweiterung £ ist
dann und nur dann einfach, wenn Elemente vom Grade n vorkommen; und zwar sind dann
diese Elemente primitiv, alle andern imprimitiv. /%

Ist ndmlich j irgendein Element von £, so ist nach 2. und 4.
n=[e: 8] =[£: /()] [j: A

also [j : 8] Teiler von n. Soll ferner j primitives Element von £, d. h. £ = R(j) sein, so ist
notwendig und hinreichend, daf [£ : R(j)] = 1, also [j : ] = n wird.

6. Fine Erweiterung ist dann und nur dann endlich, wenn sie durch Adjunktion einer
endlichen Anzahl (relativ) algebraischer Elemente erhalten werden kann. "’
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Ist ndmlich £ = Ry (j1,j2,---jv), wo die Elemente j1, jo, ... j, in bezug auf Ky algebraisch
sind, und setzt man

Ro() =K1, Ri(2) =Re,... Ri(y) =R =L,

so ist jedes Element ji algebraisch in bezug auf den zwischen Ky und £ gelegenen Korper
Rr_1, daher R eine einfache algebraische und somit endliche Erweiterung von £;_1. Mithin
ist nach 2. auch K, = £ eine endliche Erweiterung von K. — Wird umgekehrt £ als endliche
Erweiterung von Ky vorausgesetzt: [£ : £9] = n, und bezeichnet j; ein nicht zu Ky gehoriges
Element von £, ferner, falls 8 = £y(j1) noch nicht gleich £ ist, jo ein nicht zu £; gehoriges
Element von £, falls 82 = £1(j2) noch nicht gleich £ ist, js ein nicht zu K2 gehoriges Element
von £ usf., so bilden die Grade [8; : Rol, [R2 : ], ... eine bestdndig zunehmende, n nicht
iiberschreitende Folge, welche so lange fortgesetzt werden kann, als die Zahl n noch nicht
erreicht ist. Daher wird nach einer endlichen Anzahl v von Schritten die Zahl n erreicht, und
es ist alsdann Ro(j1,j2,...7») = R = £.

An diese Sétze schlieflen sich einige weitere, die sich auf beliebige algebraische Erweiterungen
beziehen:

7. Wird der Korper £ = R(6) aus seinem Teilkorper R durch Adjunktion eines
Systems & erhalten, dessen sdmtliche Elemente in bezug auf & algebraisch sind, so ist £ in
bezug auf R algebraisch.

Ist ndmlich & ein endliches System, so ist nach 6. £ in bezug auf K endlich, also algebraisch.
Ist aber & unendlich, so ist doch (§ 2, 3.) jedes Element o von £ in einem Korper enthalten,
der aus R durch Adjunktion eines endlichen Teilsystems von & hervorgeht, daher, wie im
vorigen Falle, algebraisch in bezug auf K.

8. Diejenigen Elemente eines Korpers £, welche in bezug auf einen Teilkérper |
algebraisch sind, bilden einen Kérper zwischen K und £; insbesondere bilden also die absolut
algebraischen Elemente von £ einen Kérper.

Ist ndmlich & das System aller in bezug auf K algebraischer Elemente von £, so enthélt
der zwischen & und £ gelegene Korper £(6) nur Elemente, die in bezug auf K algebraisch
sind (Satz 7.), woraus & = K(6) folgt.

9. Liegt der Kérper £ zwischen den Kérpern & und I und ist £ in bezug auf K, M
in bezug auf £ algebraisch, so ist M algebraisch in bezug auf K.

Es sei namlich § ein beliebiges Element von 9. Ist dann [5 : £] = n, so hat man eine
Gleichung

(3.) (X0+a15+"'+an715n_1 + /" =0,

WO «q,Qq,...a,—1 Elemente von £ sind. Diese Elemente sind in bezug auf K algebraisch,
also ist der Korper & = R(ag, aq,...a,—1) nach 6. endlich in bezug auf & Ferner ist nach
Gleichung (3.) das Element (3 in bezug auf & algebraisch, also & () endlich in bezug auf &'.
Mithin ist nach 2. & () endlich in bezug auf &, also 3 algebraisch in bezug auf &, womit
Satz 9. bewiesen ist.
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§8.

Zerlegung einer beliebigen ganzen Funktion in Linearfaktoren. Normalkorper
und Normalfunktionen.

In § 6 wurde gezeigt, dal jede in einem Koérper irreduzible ganze Funktion in einem
geeigneten Erweiterungskorper eine Nullstelle besitzt. Im Anschlufl daran kann nun die
weitergehende Aufgabe behandelt werden, einen Korper so zu erweitern, dafl eine beliebig
gegebene Funktion aus dem urspringlichen Kérper im Erweiterungskérper vollstindig, d. h. in
Linearfaktoren zerfallt.” !

Es sei also jetzt f(x) eine beliebige ganze Funktion in einem Koérper £y, n der Grad von
f(z), mo die Anzahl der in Ry irreduziblen Faktoren von f(z). Dann ist mg < n und nur dann
gleich n, wenn f(z) in Ky vollstandig zerfallt. Nehmen wir an, es sei my < n. Dann besitzt
f(z) einen irreduziblen Faktor g;(z), dessen Grad > 1 ist. Wir erweitern £y durch Adjunktion
eines Elementes ji, fiir welches g1(j1) = 0 wird (§ 6). Da in dem Korper &1 = £(j1) die
Funktion g; (x) nicht mehr irreduzibel ist, so ist die Anzahl m; der in K; irreduziblen Faktoren
von f(x) > mo; wir haben also mg < m; < n. Ist m; < n, so sei ga(x) ein irreduzibler, nicht
linearer Faktor von f(z) innerhalb K. Wir adjungieren eine Nullstelle j3 von go(x), setzen
R1(j2) = R2 und bezeichnen mit mgo die Anzahl der irreduziblen Faktoren von f(z) in Ko, so
dal mg < m1 < mo < n wird. In dieser Weise fahren wir fort, bis wir zu einem Korper £,
gelangen, fir welchen m, = n wird, in welchem also f(x) in Linearfaktoren zerfillt. Der Korper
Ry stellt dann eine endliche Erweiterung von £y dar. — Es seien ji,...j, die nacheinander
adjungierten Elemente, 8, = &._1(j.) (r = 1,...v) die nacheinander entstehenden Korper,
und es sei gr(z) der in K,_; irreduzible Faktor von f(z) mit der Nullstelle j,.. Wir kénnen
sagen, daf8 die Erweiterung £, zur vollstindigen Zerfillung von f(z) gerade hinreicht.” Das soll
heiflen: dal nicht schon ein von K, verschiedener Korper zwischen £y und £, hierfiir ausreicht,
und dies geht daraus hervor, dafl die adjungierten Elemente j1, ... j, simtlich Nullstellen von
f(x) sind, also in jedem Teilkorper von K,, der die Zerlegung leistet, vorkommen miissen.

Es sei jetzt £ ein zu Ky isomorpher Kérper, und es bezeichne 7 eine isomorphe Beziehung
zwischen £y und K. Durch mg wird dann auch jeder ganzen Funktion g(z) aus Ky eine
bestimmte Funktion g(x) aus &g zugewiesen, die man erhilt, wenn man die Koeffizienten
von g(z) durch die ihnen in &y entsprechenden Elemente ersetzt. Die so erhaltene Beziehung
zwischen £g[x] und Ko[x] ist dann offenbar auch isomorph. Sind daher f(z) und g () die
den oben vorkommenden Funktionen f(z) und g;(x) zugeordneten Funktionen aus Ko, so
zerfillt f(z) in Ky in myg irreduzible Faktoren, und g () ist einer von ihnen. Es sei nun £
irgendein Erweiterungskérper von Ko, innerhalb dessen f(z) vollstéindig zerfillt. Dann ist
die Erweiterung £ zur vollstindigen Zerfillung von f(x) entweder gerade hinreichend oder
nicht; in jedem Falle hat ein bestimmter Koérper 9t zwischen & und £, derjenige nimlich,
welchen man erhilt, indem man die Nullstellen von f(z) innerhalb £ zu &y adjungiert, diese
Eigenschaft. Da f(z) in 9 vollstindig zerfillt, so besitzt der Faktor g, (x) von f(z) in 9
Nullstellen. Es sei j; eine solche, und es bezeichne r den Grad von g;(x) und g, (z). Durch die
isomorphe Beziehung, welche zwischen £o[z] und Rg[z] besteht, werden die Funktionen g; ()
und 7, (x) einander zugeordnet und daher die zu diesen Funktionen als Moduln gehoérigen
Restklassenkorper isomorph aufeinander bezogen. Diese Restklassenkorper aber stehen zu
den Kérpern £o(j1) = £ und £o(j;) = K in isomorpher Beziehung, und es resultiert so eine

% In heutiger Sprache: Zerfillungskorper. — Hrsg.
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isomorphe Beziehung m; zwischen &1 und £, durch welche jedem Element von £, das man
sich in der Form

ap +arji+ -+ a1t

mit Koeffizienten a aus £y geschrieben denkt, dasjenige Element
— —_ — —=r—1
ap+aiy)y+ -+ ar—1)q

von £ zugeordnet wird, welches man erhélt, indem man aj, (kK = 0,...,7 — 1) durch das
in der Beziehung my entsprechende Element a@;, aus fg ersetzt. Die Beziehung 7 ist in der
Beziechung 7 enthalten, indem 7 die Elemente der Kérper £ und £ in derselben Weise
einander zuordnet wie my. Nach alledem kénnen wir sagen: Zwischen K; und R, besteht
ein Isomorphismus 71, durch welchen der Funktion f(z) aus &; die Funktion f(z) aus £
zugewiesen wird; ” ¢ der Korper O stellt eine Erweiterung von & dar, welche zur vollstindigen
Zerfillung von f(z) gerade hinreicht. Wir kénnen daher auf &1, 81,1, f(z), f(z) dieselbe
SchluBweise anwenden wie soeben auf £, &, 7o, f(x), f(x). Fahren wir in dieser Weise fort,
so gelangen wir zu einer Reihe von Korpern

fo,81,... Ry

mit folgenden Eigenschaften: Jeder vorhergehende Korper ist in dem folgenden, und alle sind
in M enthalten. Zwischen &, und &, (r = 0, ... v) besteht eine isomorphe Beziehung ., welche
die Beziehung my umfaft, also die Funktionen f(x) und f(z) einander zuordnet. Da nun f(x)
in &, in Linearfaktoren zerfillt, so gilt dasselbe fiir f(z) in &,; und da &, zwischen &g und
I liegt und YN eine zur vollstindigen Zerfillung von f(x) gerade hinreichende Erweiterung
von R sein sollte, so ist &, = M, und wir haben den Satz:

1. Sind Ko und Kg isomorphe Kérper, bezeichnet mg eine isomorphe Beziehung zwischen
ihnen, welche der ganzen Funktion f(z) aus Ko die ganze Funktion f(x) aus Ro zuweist, und
sind N und N Erweiterungen von Ky bzw. Ky, welche zur vollstindigen Zerfillung von f(x)
bzw. f(x) gerade hinreichen, so gibt es eine isomorphe Beziehung 7' zwischen 0 und N, welche
die Beziehung mo mit umfafst. ”

Die Voraussetzungen des Satzes 1. sind erfiillt, wenn £y = o genommen und unter my die
Beziehung verstanden wird, welche jedes Element von K sich selbst entsprechen 1&8t. Dann
wird f(r) = f(x), und die Beziehung 7’ lifit ebenfalls jedes Element von £y ungeindert; d. h.
M und N sind dquivalente Erweiterungen. Somit haben wir folgendes Ergebnis:

2. Zu jeder ganzen Funktion f(x) eines Korpers Ry gehort eine und im wesentlichen
nur eine Erweiterung dieses Korpers, welche zur vollstindigen Zerfdllung von f(x) gerade
hinreicht. "

Hierauf beruht es, daf§ alle fiir uns in Betracht kommenden Sétze iiber Wurzeln von
Gleichungen unabhéngig sind von der Art, wie wir den Grundkoérper erweitern, um die
Gleichungen aufzulésen. Um dies noch etwas ndher auszufithren, so sei

f@) = (2 —w)(@ —w2) -+ (& — wn)

die Zerlegung einer Funktion f(x) eines Korpers K in einem Erweiterungskorper £. Dann
stellt der zwischen Ky und £ gelegene Korper M = Ko(wy,...wy) eine fiir diese Zerlegung
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gerade hinreichende Erweiterung dar. Hat man eine zweite Zerlegung von f(z) in einem andern
Erweiterungskorper £, und ist 9 der Kérper, welcher durch Adjunktion der in £ auftretenden
Nullstellen von f(z) aus Ky gewonnen wird, so hat man eine isomorphe Beziehung 7" zwischen
2 und N, welche alle Elemente von &y ungeéindert 148t, und die Zerlegung von f(x) in £’
wird
f(@) = (z —w)(z —w) - (z —wn),

wo w; und w; (i = 1,...n) einander im Isomorphismus 7’ entsprechen. Haben wir also
eine rationale Verbindung von wi,...w, mit Koeffizienten aus R, also ein Element von
M, so erhalten wir das entsprechende Element aus 1, indem wir jedes w; durch @; ersetzen.
Insbesondere ergibt sich, dafl wenn gewisse der Wurzeln w; gleich sind, auch die entsprechenden
Wurzeln @; gleich sein miissen. Wir kénnen also von der Anzahl der einfachen, doppelten,
dreifachen, ... Wurzeln einer Gleichung sprechen, ohne den Erweiterungskérper anzugeben.
Die Bestimmung dieser Anzahlen wird spéter (§ 10.) durchgefiihrt werden.

Normale Erweiterungen.” "% — Die Erweiterungen eines Korpers £, welche zur vollstin-
digen Zerlegung einer Funktion f(z) gerade ausreichen, gehoren zu der besonderen Art der
normalen Erweiterungen. ”°" Ein Erweiterungskérper 91 von £ heifit normal in bezug auf K9,
wenn er in bezug auf £ algebraisch ist und wenn auerdem jede ganze Funktion f(x) aus Ko,
welche in Rq irreduzibel ist, in 91 aber eine Nullstelle besitzt, in 91 in Linearfaktoren zerféllt.
Offenbar ist jede zu einer normalen Erweiterung dquivalente Erweiterung ebenfalls normal. —
Wir leiten einige einfache die Normalkorper betreffende Sétze ab:

3. Ist der Korper M normal in bezug auf seinen Teilkorper Ko, so ist er auch normal
in bezug auf jeden Kérper K1 zwischen Ky und .

Zunichst ndmlich ist M in bezug auf K algebraisch. Ist nun ¢(z) eine irreduzible ganze
Funktion aus £ und hat ¢(z) in 9 eine Nullstelle j, so ist j auch Nullstelle einer irreduziblen
Funktion f(x) des Korpers Ky, und da O in bezug auf Ky normal ist, so zerfallt f(x) in N
in Linearfaktoren. Da aber f(z) auch Funktion im Kérper K ist und mit der irreduziblen
Funktion ¢(z) dieses Korpers die Nullstelle j gemein hat, so ist ¢(z) ein Faktor von f(z);
mithin zerféllt auch ¢(z) in 91 in Linearfaktoren. Damit ist die Behauptung erwiesen.

Normale Funktionen.""® — Eine ganze Funktion f(x) eines Kérpers £ soll normal in
Ko heiflen, wenn sie in Ky irreduzibel ist und auflerdem die Erweiterung £(j), welche durch
Adjunktion einer Nullstelle j von f(x) erhalten wird, normal ist. — Ist f(z) in £y normal, so
zerfallt f(z) in dem durch Adjunktion einer Nullstelle j von f(z) erhaltenen Kérper Ko(j) in
Linearfaktoren. Dies geht unmittelbar aus der Definition der normalen Erweiterungen und
Funktionen hervor. Es gilt aber auch umgekehrt:

4. Wenn eine in einem Korper Ry irreduzible Funktion f(x) in dem durch Adjunktion
einer Nullstelle j entstehenden Korper £y(j) vollstindig zerfdllt, so ist sie in bezug auf Ky
normal. " %’

Ist ndmlich g(z) eine irreduzible Funktion aus £, und besitzt g(z) in £(j) eine Nullstelle
a, so konnen wir a = (j) setzen, wo ¢(x) eine ganze Funktion aus K bezeichnet. Ist nun

fl@) = (&= j) (@ —=j1)- (& = Jn1)

die vorausgesetzte Zerlegung von f(x) in £y(j), so schlieft man in bekannter Weise, dafi die
Koeffizienten der Funktion

hzx) = (z = () (@ —¢(1) - (@ = ¢(in-1))
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symmetrische Funktionen von j, j1,...jn_1, also Elemente aus & werden. "%’ h(z) ist also
eine Funktion in Ky, welche mit der in Ry irreduziblen Funktion g(z) den Faktor x — ¢(j)
gemein hat, also durch g(z) teilbar ist. Da h(z) in Ko(j) vollstandig zerféllt, so gilt dasselbe
fir g(z) d. h. fiir jede in Ry irreduzible Funktion, welche in £ (j) eine Nullstelle besitzt. Ko(j)
ist also eine normale Erweiterung von £, mithin f(z) normal in Ry.

5. Ist f(x) eine normale Funktion des Korpers Ko, £ irgendeine Erweiterung von Ko,
so ist jeder in £ irreduzible Faktor von f(x) in £ normal.

Ist ndmlich g(x) ein solcher Faktor und wird £ durch Adjunktion einer Nullstelle j von
g(x) erweitert, so enthélt £(j) den Korper £o(j), und es ist j Nullstelle von f(z). Da die
Funktion f(z) in Ry normal ist, so zerfillt sie in Ry(j), also auch in £(j) in Linearfaktoren.
Da im Kérper £ g(z) ein Faktor von f(z) ist, so zerféllt auch g(x) in £(j) in Linearfaktoren,
also ist g(z) nach Satz 4. in £ normal, w. z. b. w.

6. FEine Erweiterung N eines Korpers Ko, welche gerade ausreicht, eine Funktion f(x)
aus Ry vollstindig zu zerfdllen, ist normal.

Ist namlich
f(@) = (z —j)(@—j2) (= — jn)

die Zerlegung von f(x) in N, g(x) eine irreduzible Funktion des Korpers £y, welche in 9t eine
Nullstelle 3 hat, so 148t sich 8 in der Form

B =11, 72, Jn)

darstellen, wo 9 (x1,z2,...2,) eine ganze Funktion”°' aus £y bezeichnet. Durch die n!
Vertauschungen der Elemente j1, jo, ... j, gehen aus 8 n! Elemente des Korpers 9 hervor, die
B,B1,-..0Bn_1 heilen mbgen. Die Funktion

()= (r—=B)(x—pF1) - (x— PBn-1)

ist im Korper Ky enthalten, da ihre Koeffizienten symmetrische Funktionen von ji, jo, ... jn
mit Koeffizienten aus £y sind; sie hat mit der in Ky irreduziblen Funktion g(x) den Faktor
x — [ gemein, ist also durch g(x) teilbar. Da ¢(z) in 9 vollstandig zerfillt, so zerfallt auch g(x)
in N vollstindig. Damit sind aber die Bedingungen fiir die normale Erweiterung erfiillt. %
In den Sétzen 1., 2., 6. dieses Paragraphen kann an die Stelle einer einzelnen Funktion
f(x) des Korpers Ky natiirlich auch ein System S, bestehend aus einer endlichen Anzahl von
Funktionen dieses Korpers, gesetzt werden. Besteht ndmlich das System .S aus den Funktionen

e1(2), ¢2(2), . . . om (@)
und wird
f(@) =¢1(x) - p2() - - om ()

gesetzt, so ist klar, daf in einem Erweiterungskorper £ von K¢ die simtlichen Funktionen des
Systems S dann und nur dann vollstiandig zerfallen, wenn die Funktion f(z) in £ vollstdndig
zerfallt.
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§9.

Differenzierung.

Zur Bestimmung der Anzahl der Nullstellen von bestimmter Vielfachheit ziehen wir
die Ableitungen der Funktionen in Betracht. Die Ableitung oder den Differentialquotienten
% (x) = f'(x) einer ganzen Funktion

f(x)=a9+ar1x+ -+ apz"

einer Unbestimmten z nach dieser Unbestimmten definieren wir rein formal als den Ausdruck

n—1
a1 + 2a9x + - - - + napz” ",

so daB f’(x) in jedem Korper & als Funktion auftritt, in welchem f(x) vorkommt. "% Aus
dieser Definition ergibt sich, wenn

g(z) =bo +brz+ -+ bypa™

eine zweite Funktion aus £ ist, unmittelbar

(1) £ 9(a) = pa) £ L g),

Ferner wird

%(f(l‘) 9(z)) = %anbrxq—w = Y(q + T)Clqbr$q+T_1
T - r d d
= Saga? - rbya"! 4 Dqage? b’ = f(2) g(@) + f(@) g(@),

also
d

= (f(@)-g(2)) = f(2) - ¢'(z) + ['(2) - 9 ().

Es sei jetzt R(x) eine rationale Funktion von z. Wir konnen dieselbe auf verschiedene
Weise als Quotienten ganzer Funktionen darstellen

R(m)zgzﬂ.

v (%]

Dann ist aber

(1.) uv] = vuy.

Bildet man auf beiden Seiten die Ableitung, so erhélt man
wv] + vy = vu) + v'ug,

also

(2.) v —ou) = v'up — uvy.

Multipliziert man diese Gleichung mit vv;, so erhélt man

(3.) v2ou’ — v ol = vor (Ve — wol).
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Multipliziert man Gleichung (1.) mit vv] 4+ v'v1, so erhilt man
/ 2 7 / 2 /
VUIUV] + VUV = VU1V U + VU,
also
2 1 2 /o / !
(4.) vijuv’ — v iuv] = vor(v'ug — uvy).

Aus (3.) und (4.) folgt
(vu’ — w')v? = (vyu] — uvh)v?,

also
5) vu' —uv vpul — ugv)

2 - 2

Hiernach sind wir berechtigt, unter der Ableitung einer rationalen Funktion R(z) = % den
Ausdruck 254" 7y verstehen, weil diese Definition, wie Gleichung (5.) zeigt, von der speziellen
Darstellung von R(x) unabhéngig ist, und weil sie im Falle, dal R(z) gleich einer ganzen
Funktion u ist (die man in der Form % schreiben kann), mit der friiher gegebenen Definition
iibereinstimmt. Durch direkte Ausrechnung ergibt sich dann sofort, daf fiir irgend zwei

rationale Funktionen u, v die Gesetze gelten:

(6) ko) =o' 0
d / !
: —(uv) = wv' +u'v,
) 7, () +
d [u v’ — uv’
8. A (u) _vv —w'
(8 dx (v) 2
Aus (7.) folgt weiter
d n n—1_ 1
%u =nu"
daraus, wenn \(u) = ap + aju + - - - + a,u™ eine ganze Funktion von u (im Korper K) ist,
d — n—1\, ./ __ d du
%)\(u) = (a1 + 2au + - - - + napu™ Hu' = %A(u) o

Die Anwendung dieser Gleichung ergibt, wenn p(x) ebenfalls eine ganze Funktion bezeichnet:

A Au) _ () FA) = Nw) op(w) du - d M) du
da p(u) (n(u))? de— dup(u) da’

Mit andern Worten: Ist v eine rationale Funktion von u, u eine rationale Funktion von z, so
ist

dv dv du

de  du dx’
Der Begriff Differentialquotient 148t sich auch noch weiter ausdehnen, doch soll hierauf nicht
eingegangen werden.
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§10.
Die Vielfachheit der Nullstellen einer ganzen Funktion.

Bei den bisher behandelten Fragen ist die Charakteristik des Kérpers von keiner Bedeutung
gewesen; in den folgenden Untersuchungen treffen wir aber auf wesentliche Unterschiede
zwischen den Korpern von der Charakteristik 0 und denen von Primzahlcharakteristik. Dies
zeigt sich zunéchst bei der Frage, unter welchen Umstdnden die Ableitung einer rationalen
Funktion verschwindet.

Es liege ein Korper K vor, und es sei

f(x)=ao+ar1x+ -+ apz"”

eine ganze Funktion der Unbestimmten x in K. Dann ist

f'(x) = a1 + 2a9x + - - - + nape™ 1,

so daB fir den Fall der Charakteristik 0 f’(z) nur dann verschwindet, wenn a1 = 0,ay =
0,...a, =0 ist, f(x) also x nicht enthalt. Ist aber die Charakteristik von £ eine Primzahl p,
so ist der in f'(x) auftretende Koeflizient g - a4 gleich 0, wenn a, = 0 oder ¢ durch p teilbar ist
(§ 4, 4.); daher verschwindet f’(z) dann und nur dann, wenn in f(z) nur Potenzen von z, deren
Exponent durch p teilbar ist, wirklich vorkommen — mit andern Worten, wenn f(z) ganze
Funktion von z? ist. — Haben wir eine rationale Funktion in 8], die wir als Quotienten zweier
ganzen Funktionen in der reduzierten Form ¢ darstellen, so wird ihre Ableitung %, also
nur dann gleich 0, wenn vu’ = uv’ ist. Da u und v teilerfremd sind, so kann diese Gleichung
nur bestehen, wenn v in v/, u in v’ aufgeht (§ 5,3.). Das ist aber, da die Grade von v’ und v’
bez. kleiner sind als die Grade von u und v, nur moglich, wenn v’ = 0, v’ = 0 ist, wenn also u
und v von z frei oder, im Falle der Charakteristik p, Funktionen von xP sind. Es gilt also der
Satz:

1. Fir das Verschwinden der Ableitung einer rationalen Funktion R(x) ist notwendig
und hinreichend, daff R(x) von x frei bezw. rationale Funktion von xP ist, je nachdem die
Charakteristik O oder p ist.

Es sei jetzt f(x) eine ganze Funktion in einem Korper K. Innerhalb eines geeigneten
Erweiterungskorpers zerféllt f(x) in Linearfaktoren, und wenn z — « ein r-facher Faktor ist
(r > 0), so hat man

(1) f(z) = (& = a)"g(x),
wo g(x) den Faktor x — « nicht mehr enthélt. Aus (1.) folgt
(2) fl(@) = (z — a) " (reg(z) + (z — a)g'(2)),

woraus zu ersehen, daf§ die Ableitung f’(z) den Faktor x — o wenigstens (r — 1)-mal enthélt,
und daf sie ihn genau (r — 1)-mal enthélt, wenn re # 0 ist. Wenn aber K die Charakteristik p
r !

hat und r durch p teilbar ist, so wird re = 0, und f'(z) = (x — @)"¢'(x) ist durch (z — a)"
teilbar. Also gilt der Satz:

2. Besitzt f(x) einen r-fachen Linearfaktor (r 2 1), so hat die Ableitung f'(x) diesen
Faktor wenigstens (r — 1)-mal; sie hat ihn wenigstens r-mal, falls der Korper &, zu welchem
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f(x) gehort, die Charakteristik p hat und r durch die Primzahl p teilbar ist, sonst genau
(r —1)-mal. (Wenn die Ableitung verschwindet, so ist sie durch jede noch so hohe Potenz von
x — « teilbar, enthélt also in diesem Sinne den Faktor # — « unendlich oft).

Aus 2. folgt leicht fir Koérper beliebiger Charakteristik:

3. Hat f(x) nur einfache Faktoren, so ist der grifite gemeinsame Teiler

(f(@), f'(2))

von f(x) und f'(x) gleich €, sonst wenigstens vom ersten Grade.

Es sei
(3.) fla)=(z—a)" (z—a2)? - (z— )",

wo die Nullstellen «; voneinander verschieden und die Exponenten r; > 0 sein sollen. Ist die
Charakteristik gleich p und f(z) die p-te Potenz einer ganzen Funktion (des urspriinglichen
oder eines Erweiterungskorpers), so sind alle Exponenten r; durch p teilbar. Daher enthélt
nach 2. f’(x) jeden Faktor x —«; wenigstens so oft als f(x), ist also durch f(z) teilbar. Da aber
der Grad von f’(z) kleiner als der Grad von f(z) ist, so ist dies nur moglich, wenn f/(z) = 0 ist.
Dies folgt auch unmittelbar daraus, dal man aus einer Gleichung von der Form f(z) = [¢(x)]P
durch Differenzieren f'(z) = plp(z)P~1 - ¢/(x), also im Falle der Charakteristik p, f'(z) =0
erhilt. Daraus folgt aber, dafl f(x) eine ganze Funktion von P ist. Wird umgekehrt f(z)
als ganze Funktion von zP vorausgesetzt, so verschwindet f’(z), und aus 2. folgt, daB alle
Exponenten r; durch p teilbar sind. Es gilt also:

4. Ist im Falle der Charakteristik p f(z) ganze Funktion von xP, so ist f(x) die p-te
Potenz einer ganzen Funktion und umgekehrt.

Wir kénnen dieses Resultat noch auf anderem Wege herleiten: Sind a und b irgend zwei
FElemente eines Korpers K von der Charakteristik p, so ergibt die binomische Entwicklung

(a+b)P =aP + 1P,

weil alle andern Glieder der Entwicklung einen durch p teilbaren Zahlenkoeffizienten haben,
also verschwinden. Erhebt man die vorstehende Gleichung zur p-ten Potenz, so erhilt man

(a+b)P = (a? + PP =a” + b

und, so fortfahrend, allgemein

(4. (@a+b)P =a? + v’
flir jede natiirliche Zahl f. Ebenso gilt
(5.) (a—byY =a” — v,

Dies folgt fir ungerades p durch dieselbe Entwickelung. Ist aber p = 2, so wird 2b = 0,
20P" =0, also —b = b, —b*' = bp*’ "6 und die Formeln (4.) und (5.) werden identisch. Aus
(4.) folgt unmittelbar

/ pf _ pf pf pf
4") (a1 +ag+---+ap)V =a] +ay +---+ad.
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Wir kénnen diese Gleichung auch auf ganze Funktionen einer Unbestimmten = im Koérper &
anwenden, da diese dem Korper K(z) angehoren, welcher ja auch die Charakteristik p hat (§ 4,
3.). Dann sieht man sofort, daf die p’-te Potenz einer solchen Funktion eine ganze Funktion
von 2P ist. Ist umgekehrt f(x) eine ganze Funktion von 2’

f(x) =co+ i N L

und erweitern wir den Korper K zu einem Korper £, innerhalb dessen die Funktionen zP" —
f £ s . .
co, P —cq, ... 2P —¢y in Linearfaktoren zerfallen, so kann man in £ die Elemente 9,71, ... vn

so bestimmen, dafl yif = ¢t wird. Dann folgt aber

f
f(@) = (o +mz+720” + -+
Damit ist Satz 4. wiederum, nur in etwas allgemeinerer Fassung bewiesen:

4%, Ist im Falle der Charakteristik p f(x) ganze Funktion von xpf, so ist f(x) pf-te
Potenz einer ganzen Funktion von x, und umgekehrt.” %

Es sei F(z) eine ganze Funktion der Unbestimmten z in einem Korper K beliebiger
Charakteristik, der Koeffizient der héchsten Potenz von x sei gleich €, und es stelle

(6.) Flz)=(z—a)™ - (z—a,)™

die Zerlegung von F'(x) in einem geeigneten Erweiterungskorper dar (aq, . .. a, als verschieden
vorausgesetzt). Wir bezeichnen mit f,,(z) fiir jede natiirliche Zahl m das Produkt derjenigen
einfach genommenen Linearfaktoren von F'(z), welche in F'(x) m-fach auftreten. Sind keine
solchen vorhanden, so ist f,,(x) = € zu setzen. Hiernach ist

(7.) F(z) = fi(z) - (fa(2))* - (f3(2))*---
Wir wollen nun folgende Sétze beweisen:

5. Ist die Charakteristik von 8 gleich 0, so gehért jede der Funktionen f,,(x) dem
Kérper R an und kann rational ermittelt werden.

6. Ist die Charakteristik von R gleich p, m durch p nicht teilbar, so gehirt fp,(x) dem
Kérper R an und kann rational ermittelt werden.

7. Ist die Charakteristik von R gleich p, m = p! die héchste in m enthaltene Potenz
von p, so gehort (fm(x))™ dem Kérper & an und kann rational ermittelt werden.” 0 07 0%

Bezeichnet ndmlich F’(x) die Ableitung von F(x) nach z, so folgt aus 2., da} die zum
Korper R gehorige Funktion
(z) = G N
T (F@), Frla)
im Falle der Charakteristik 0 gleich dem Produkt aller, im Falle der Charakteristik p gleich dem
Produkt derjenigen einfach genommenen Linearfaktoren o — «ay, ist, fiir welche der Exponent
r in Gleichung (6.) durch p nicht teilbar ist. Betrachten wir jetzt den Ausdruck

((p()™, F(2))
((p(z))m=1, F(z))
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Derselbe ist eine ganze aus Faktoren z — aj zusammengesetzte Funktion und kann im Falle
der Charakteristik p nur solche Faktoren x — 4 enthalten, fiir welche r; durch p nicht teilbar
ist. Setzen wir dies im Falle der Charakteristik p beziiglich r; voraus, so enthélt fiir r, < m
sowohl der Zahler als der Nenner des Ausdrucks x,,(z) den Faktor z — «j genau rg-mal.
Ist 7, = m, so ist © — oy im Zahler m-mal, im Nenner (m — 1)-mal enthalten. y,,(z) stellt
daher das Produkt derjenigen Linearfaktoren x — ay, dar, fir welche 7, = m und im Falle der
Charakteristik p durch p nicht teilbar ist. Hieraus ergibt sich, daf
Xm ()
o (@) fm(x)

wird, sofern nicht die Charakteristik gleich p und m durch p teilbar ist.

Damit sind die Sétze 5. und 6. bewiesen. Satz 7. fallt im Falle f = 0 mit Satz 6. zusammen.
Wir beweisen Satz 7. durch Induktion, indem wir annehmen, er sei fiir jedes m bewiesen,
welches die Primzahl p weniger als f-mal als Faktor enthélt. Dann sind diejenigen Faktoren
(fm(2))™, in welchen m durch 7 = pf nicht teilbar ist, als dem Korper & angehorig erwiesen
und ermittelt zu betrachten. Dividieren wir daher auf beiden Seiten von (7.) durch diese
Faktoren, so erhalten wir eine Gleichung von der Form

(8. ®(z) = (fr(2))" - (for(2))*" -+,
wo ®(z) eine bekannte Funktion aus R ist. Es sei
(9.) O(z) = (& = L))" - (x = )7 -+ (& = BA)T

die Zerlegung von ®(z) in Potenzen verschiedener Linearfaktoren und m = p - 7, wo u den
Faktor p nicht mehr enthélt. Die Funktionen (fi.(z))™ sind ganze Funktionen von ™ (Satz
4*)), dasselbe gilt also fiir ®(z). Setzen wir jetzt

" = Y, ﬁlﬂ- =M, (fkﬂ'(m))ﬂ- = gk(y)a @(]}) = G<y)7
so gehen die Gleichungen (8.), (9.) tiber in

(10.) Gy) =g1(y) - (92(¥))* - (gs(m))* -+

(11) Gly) = —7)" (y=72)% (=),

wobei G(y) eine bekannte Funktion aus K ist. Die Nullstellen 71,72, ..., sind verschieden;
denn aus v = ; wirde folgen

0=y —n =08 =B =0Br—0B)",
0=0k—0, Br=70

B09 wihrend Bi, Ba, ... By als verschieden vorausgesetzt wurden. gu(y) ist das Produkt der-
jenigen einfach genommenen in bezug auf y linearen Faktoren y — ;, fiir welche g; = p ist.
Da nach Voraussetzung p durch p nicht teilbar ist, so ist nach 6. g,(y) Funktion in & und
rational zu ermitteln. Setzen wir in g, (y) fir y wieder 27 ein, so erhalten wir, da m = pu,

gu(y) = (fm(2))",

womit 7. bewiesen ist.

Hiernach ist in allen Féllen (fp,(z))”™ Funktion in £ und rational zu ermitteln. Dividieren
wir den Grad dieser Funktion durch m, so haben wir die Anzahl der m-fachen Nullstellen der
Funktion F(x).
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§11.

Vollkommene und unvollkommene Korper.

In § 7 wurde gezeigt, dafl eine Reihe von Sdtzen der Galoisschen Theorie in jedem Korper
gelten. Soll aber diese Theorie in einem Korper K in allen ihren Grundziigen unveréndert
bestehen, so bedarf es noch des Satzes, dafl eine in R irreduzible ganze Funktion nur einfache
Nullstellen haben kann. Dieser Satz besteht jedoch nicht in voller Allgemeinheit, und wir
werden so zu einer Unterscheidung genotigt, der wir durch die folgende Definition Ausdruck
geben:

Ein Korper R soll vollkommen heifien, wenn jede ganze Funktion f(z) aus R, welche (in
einem geeigneten Erweiterungskorper) mehrfache Nullstellen besitzt, in R reduzibel ist; dagegen
unvollkommen, wenn es in R irreduzible Funktionen mit mehrfachen Nullstellen gibt.

Wir erhalten die einfachen Kriterien:

1. Jeder Koérper von der Charakteristik 0 ist vollkommen.

2. Unter den Kérpern, deren Charakteristik eine Primzahl p ist, gibt es vollkommene
und unvollkommene; ein solcher Kérper ist vollkommen, wenn sich in thm die Ausziehung
der p-ten Wurzel (die sich hier als eindeutige Operation erweist) ausnahmslos ausfihren laft,
sonst unvollkommen. """

Zum Beweise bemerken wir zunéchst, dafl es in einem Korper K von der Charakteristik
p nie mehr als eine p-te und daher auch nie mehr als eine p/-te Wurzel aus einem Element
v geben kann. Denn wenn fiir zwei Elemente «, f of = P = ~ wird, so folgt (vergl. die
Rechnung 0 = v — v = (Bx — )™ auf S. 37) 0 = o — P = (a — B)P, daher a — § = 0,
« = 3. Hieran kann auch keine Erweiterung von £ etwas dndern, da ja die Charakteristik p
bleibt. Die Funktion 2P’ — ~ ist daher in K bezw. in einem Erweiterungskorper, in welchem
sie vollstandig zerfillt, p/-te Potenz eines Linearfaktors:

-y = (=0,

was iibrigens auch aus § 10, 42. folgt. Der Primkérper B, (§ 4) liefert das einfachste Beispiel © !
eines Korpers, in welchem die Ausziehung der p-ten Wurzel unbeschrénkt ausfiihrbar ist. Denn
nach dem Fermatschen Satze" ™ gilt fiir jedes Element von B, die Gleichung a? = a, also
auch ¥/a = a. Es sei jetzt R irgendein Korper von der Charakteristik p; wir erweitern ihn
durch Adjunktion eines transzendenten Elementes u zu £ = &(u). Ist o ein Element von £, so
ist a entweder Element von R, und dann gilt dasselbe von oP, oder o gehort nicht zu K; dann
hat « als rationale Funktion von u betrachtet einen bestimmten Grad > 0, und der Grad von
aP ist dann das p-fache dieses Grades (§ 5, 6.). In keinem Falle kann o = u sein, das Element
u des Korpers £ besitzt also in £ keine p-te Wurzel.” ™ — Es sei nun wieder £ irgendein
Korper von der Charakteristik p, v irgendein Element von &, dann hat man fiir die Funktion
2’ — ~ entweder in K selbst oder in einem Erweiterungskorper die Zerlegung

(1.) o’ — = (z -8 .
Zerlegt man also a2’ — ~v in K selbst in irreduzible Faktoren, so sind alle diese Faktoren

Potenzen von x — §, und alle miissen denselben Exponenten haben, weil sonst ein Faktor mit
groferem Exponenten durch den mit kleinerem teilbar, also nicht irreduzibel wére. Der in &
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irreduzible Faktor hat daher die Form

(2.) (x — 0P =af — &,
wo 0 < 7 £ £ ist. Der Fall r = 0 tritt dann ein, wenn 6, d. h. die p/-te Wurzel aus v dem
Korper & angehort. Ist aber die p-te (also auch die pf-te) Wurzel aus v in & nicht vorhanden,
so ist r > 0, und dann ist 2" — 67" eine in K irreduzible Funktion mit p” > 1 gleichen
Nullstellen. Der Korper £ ist also unvollkommen.

Nehmen wir jetzt an, es habe K entweder die Charakteristik 0, oder es habe & die
Charakteristik p, es sei aber zu jedem Element von £ die p-te Wurzel in K selbst enthalten. Ist
dann f(x) eine ganze Funktion n-ten Grades in &, welche mehrfache Nullstellen besitzt, so ist

(f (@), f'(2))

wenigstens vom Grade 1. Ist f’(z) von 0 verschieden, so ist der Grad von (f(z), f/(x)) wie
der von f’(z) kleiner als n, f(z) ist also reduzibel. Ist aber f’(z) = 0, was nur vorkommen
kann, "™ wenn die Charakteristik eine Primzahl p ist, so ist f(x) ganze Funktion von xP:

@) = a0+ ara + - +a,a”  (vp=n),

und daraus folgt
(@) = (Yao+ fara+ -+ faga* ),

wo nach unserer Voraussetzung die Elemente {/ag, {/a1, ... ¢/a, dem Koérper & angehoren;
also ist auch in diesem Falle f(z) in 8 reduzibel. — Damit sind die Sétze 1. und 2. bewiesen.

Aus den Sétzen der gewohnlichen Galoisschen Theorie, welche nicht ausnahmslos in allen
Korpern gelten, heben wir zwei hervor, die, wie spéiter gezeigt werden wird, im engsten
Zusammenhange miteinander stehen und als Satz der primitiven Elemente” ™ und Satz der
Zwischenkérper bezeichnet werden mogen. Der erste sagt aus, daff jede endliche Erweiterung
einfach ist, der zweite, daf$ zwischen einem Kérper R und einer endlichen Erweiterung £
desselben tmmer nur endlich viele Korper liegen. Ausnahmslos giltig ist, wie leicht zu sehen,
die Umkehrung des letztgenannten Satzes:

3. Liegen zwischen einem Kérper K und seinem Erweiterungskorper £ nur endlich
viele Korper, so ist £ in bezug auf R endlich.

Zunéchst ndmlich kann £ kein Element x enthalten, das in bezug auf £ transzendent ist;
denn andernfalls hitte man unendlich viele Kérper

RA(z), R(2?), R3),..., Rz"),. ..,

die alle, wie sofort (z. B. aus § 5, 6.) zu ersehen, voneinander verschieden sind und zwischen &
und £ liegen. Nach § 2, 3. gehort jedes Element von £ einem Koérper £; zwischen £ und £ an,
der aus & durch Adjunktion eines Systems &; von endlich vielen Elementen hervorgeht. ™"
Diese Korper sind aber der Voraussetzung geméfl nur in endlicher Zahl vorhanden. Bezeichnen
wir sie mit 81, Ro, ... Ry, mit S; (i = 1,...n) ein endliches System von Elementen, fiir welches
R(6;) = R; wird, mit & das endliche System, welches alle Elemente der Systeme &; umfafit,
so enthiilt (&) alle Kérper &, es wird also £(&) = £77. Da ferner die Elemente von & nur
in endlicher Zahl vorhanden und, wie wir sahen, in bezug auf & algebraisch sind, so ist (§ 7,
6.) R(6) = £ in bezug auf K endlich.
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Der Satz der primitiven Elemente in der gewohnlichen Galoisschen Theorie beruht auf
dem fiir alle Korper giltigen Satze:

4. Geht der Korper £ aus seinem Teilkorper & durch Adjunktion von endlich vielen
FElementen «, 3,7, ... hervor, deren jedes in R einer Gleichung mit nur einfachen Wurzeln
gendigt, so ist £ in bezug auf R einfach und kann aus R auch durch Adjunktion eines Elementes
erhalten werden, welches ebenfalls in R einer Gleichung mit nur einfachen Wurzeln gendigt.

Es ist natiirlich nur nétig, den Beweis fiir den Fall zu fithren, dal £ aus K zunéchst durch
Adjunktion zweier Elemente «, 5 abgeleitet ist; durch Wiederholung derselben Schluflweise
ergibt sich dann dasselbe Resultat fiir jede beliebige endliche Anzahl. — Wir fiihren den
Beweis hier unter der Voraussetzung, daffi 8 unendlich viele Elemente enthdlt; fiir den Fall
eines Korpers von endlich vielen Elementen wird sich unten (§ 15, 9.) ein anderer Beweis
ergeben. — Es seien also jetzt f(z) und g(x) ganze Funktionen aus K, welche fiir = o bzw.
x = [ verschwinden und in einem geeigneten Erweiterungskorper 9t in lauter verschiedene
Linearfaktoren zerfallen. Die Zerlegungen seien

f(@) = (& —a)(x —ag) - (z — am),
9(x) = (z = 1) (x = B2) -~ (x = Bn),

wobei a; und f; fiir @ und 5 gesetzt ist. Unserer Voraussetzung geméf sind die Elemente
a1, Qo,...ay alle voneinander verschieden, ebenso (i, s, ... By. Ist p irgendein Element aus
£, so ist a+ p3 ein Element aus K(«, 8) = £. Betrachten wir nun die m -n Elemente a; + 1%
Wenn zwei derselben «; + pf; und o, + pufs einander gleich sind, ohne dafl zugleich ¢ = r,
k = s ist, so ist Or # B, da sonst k = s, a; = «, © = r folgen wiirde. Man erhélt also in
diesem Falle

Oy =y

ﬁk - /85 '
Da nun aber in dieser Form nur eine endliche Anzahl von Elementen dargestellt wird, & aber
unendlich viele enthélt, so konnen und wollen wir aus K ein Element p auswéahlen, welches
nicht die Form (3.) hat, und halten dieses im folgenden fest.” ™ Nunmehr sei § = d; ein

beliebiges Element aus £(«, /3), also eine ganze Funktion x(a, 8) = x(a1, 1) von « und S mit
Koeffizienten aus K. Wir bezeichnen mit

(3.) 1t

V1,725 - - - Ymn,
01,09, ... 0mn

diejenigen Elemente von 91, welche aus

y=m=a+upl, 0=0d=xa,p)

hervorgehen, wenn fiir «, 8 alle moglichen Kombinationen «;, 5 gesetzt werden, und bilden
die Funktion

h(z) = (x —y)(x —72) - (& = Yimn)-
Da nach dem vorstehenden die Elemente v, 72, . .. Vmn sdmtlich verschieden sind, so sind
h(z)  h(z) h(z)

, e
rT—7 T —72 T — Ymn
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ganze Funktionen von x, deren erste fiir x = 71 den von 0 verschiedenen Wert A'(~y;) annimmt
(wenn h/(z) die Ableitung von h(z) bezeichnet), wihrend die andern fiir x = 7 verschwinden.
Die Funktion h(x) ist symmetrisch in aq, ..., und in fy,... B,, also Funktion in &; daher
ist auch A'(z) Funktion in K. Endlich ist auch die Funktion

h(z)

r—m7 T —72 L = Ymn

(4.) p(r) =

symmetrisch in a1, ..., und in S, ... 3,, also Funktion in K. Setzt man in (4.) z =y =7,
so erhalt man

iy ()
e(y) =h(v) -4, 6_h’(7)’

woraus zu ersehen, dafl 6 dem Korper £(y) angehort. Da v dem Koérper &(«, 5) angehort, 6
ein beliebiges Element von K(a, ) ist, so folgt

R(a, B) = R(7).

Ferner hat die Gleichung h(z) = 0, welcher v im Korper K geniigt, lauter einfache Wurzeln;
somit ist 4. bewiesen.

Ist K ein vollkommener Koérper, so haben die in K irreduziblen Gleichungen, welche durch
« und S befriedigt werden, nur einfache Nullstellen; die von « und 3 bei Satz 4. gemachten
Voraussetzungen treffen also hier stets zu. Daraus folgt nach § 7, 6.:

5. Jede endliche Erweiterung eines vollkommenen Kérpers ist einfach.

Um nun zu zeigen, dafl weder der Satz der primitiven Elemente noch der Satz der
Zwischenkorper uneingeschrankte Giiltigkeit haben, beweisen wir gleich hier den folgenden
Satz, den wir spater bei den eingehenderen Untersuchungen iiber diesen Gegenstand brauchen
werden:

6. Ist R ein Korper von der Charakteristik p, £ eine FErweiterung von R, ist die p-te
Potenz jedes Elementes von £ in 8 enthalten, aber [£ : K] > p (sofern £ in bezug auf K
tberhaupt endlich ist), so ist £ keine einfache Erweiterung, und es liegen zwischen 8 und £
unendlich viele Korper.

Beweis: Die erste Behauptung leuchtet unmittelbar ein; denn der Grad eines primitiven
Elementes miifite gleich [£ : K] > p sein, wihrend doch aus der Voraussetzung folgt, daf jedes
Element von £ einer Gleichung vom Grade p in K geniigt. — Was die zweite Behauptung
anlangt, so folgt aus der Voraussetzung zunéchst, daf§ K ein unvollkommener Korper ist; denn
sonst wiirden die Elemente von £, die ja p-te Wurzeln aus Elementen von £ sind, sdmtlich
zu R gehoren, es wére also [£ : K] = 1. Daraus folgt weiter, dafl & unendlich viele Elemente
enthilt, weil alle Kérper mit nur endlich vielen Elementen vollkommen sind (s. § 12, 2.)." ™
Es sei nun « irgendein in £, aber nicht in K enthaltenes Element. Dann ist o Nullstelle der
Funktion P — of des Korpers &, welche in diesem Koérper irreduzibel ist. R(«) ist ein Koérper
zwischen R und £ und von £ verschieden, weil [R(«) : K] = p ist. Es sei 5 ein zu £ aber nicht
zu R(«) gehoriges Element; dann ist auch [R(5) : 8] = p, und K(a) und K(5) sind verschieden.
Sind nun pq, g, - . ., Mg, - - - unendlich viele voneinander und von 0 verschiedene Elemente aus
R, so gehoren alle Elemente wy, = a+ pi 5 dem Korper £, aber keines dem Korper K an. Denn
gehorte wy zu R, so gehorte o = wy, — pg S zu K(5), was nicht der Fall sein kann, weil o und 3
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in bezug auf K von gleichem Grade und f(«) und £(5) verschieden sind. Die Kérper &(wy)
liegen alle zwischen K und £, sind in bezug auf K vom Grade p und sémtlich voneinander
verschieden. Denn aus K(wy) = K(w;) wirde folgen, dafl

o = HWE — PEWi und 8= Wy — Wk
M — Hi M — Hi

dem Korper R(wy) = R(w;) angehorten, also in bezug auf K primitive Elemente dieses Korpers
wéren. Dann aber wire R(a) = R(wi) = R(B), wihrend doch R(«) und R(3) bereits als
verschieden nachgewiesen wurden. Es liegen also unendlich viele Koérper K(wy) zwischen £
und £. Damit ist 6. vollstdndig bewiesen.

Es 148t sich nun leicht nachweisen, dafl die Voraussetzungen des Satzes 6. durch endliche
Erweiterungen realisierbar sind. Zu diesem Zweck adjungieren wir einem beliebigen Korper 9
von der Charakteristik p zwei transzendente Elemente ¢, u und betrachten neben dem Koérper
£ = M(¢t,u) noch die Korper & = M(tP, uP), & = M(t,u”). Dann kommt weder ¢ in K noch u
in & vor, und es wird daher die Funktion zP — t? in &, die Funktion z? — u? in R’ irreduzibel,
woraus

LR =[R R [C:R=[t:8 [u:R]=p

folgt. Ist andererseits v irgendein Element aus £ = (¢, u) und stellen wir dasselbe in der
Form v = % dar, wo v; und ve dem Integritdtsbereich 9M[t, u] angehoren, so stellen sich vy
und v9 als Summen von Gliedern von der Form ct™u™ dar, wo ¢ Element von 91 ist. Dann
werden aber v}, v5 Summen aus Gliedern von der Form ?t"Pu"™" (§ 10, (4%.)), gehoren also

P
dem Integritatsbereich 9MM[tP, uP] an. Daher ist vP = Z—%, Element des Korpers & = M (tP, uP)
2

und somit die Erweiterung £ des Korpers R, obgleich endlich, doch nicht einfach, und es liegen
unendlich viele Kérper zwischen £ und £.

§12.
Unvollkommene Koérper: Kleinster enthaltender und grofiter enthaltener
vollkommener Korper. — Wurzelkorper.

Ist R ein Korper von der Charakteristik p und sind a und b Elemente von K, so gelten die

Gleichungen

) {ap+bp—(a+b)p, a? — b = (a—b)P,

al - b’ = (a-b)P, al : P = (a: b)P.
Aus diesen Gleichungen lesen wir folgendes Resultat ab:

1. Die p-ten Potenzen aller Elemente eines Korpers & von der Charakteristik p bilden
einen Korper RP. Ist der Koérper R vollkommen, so ist R mit R identisch, sonst nur ein Teil
von R (§ 11, 2.). Man erhdlt eine isomorphe Beziehung zwischen K und K, indem man jedem
Element von R seine p-te Potenz zuordnet.

Da die isomorphe Beziehung zwischen £ und &P eine ein-eindeutige ist, so muf}, wenn £
nur endlich viele Elemente besitzt, & = £ sein. ”®' Also:

2. Jeder Korper, der nur endlich viele Elemente besitzt, ist vollkommen.
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Wir bilden, von einem Koérper £ mit der Charakteristik p ausgehend, die unendliche
Korperfolge
=g @, @ a8

in welcher allgemein &' den Korper bezeichnet, welcher aus den p-ten Potenzen der Elemente
von ﬁpffl, also den pf-ten Potenzen der Elemente von R besteht. Alle diese Korper sind
isomorph, daher entweder alle vollkommen oder alle unvollkommen; im ersten Fall ist & =
/P = gr' = .-+, im zweiten, hier allein interessierenden, ist jeder folgende Korper nur ein
Teil des vorhergehenden. Wir kénnen diese Folge auch nach der entgegengesetzten Richtung
fortsetzen. Dann haben wir zunéchst den Kérper £ zu einem solchen Korper &7 zu erweitern,
dafl R aus den p-ten Potenzen aller Elemente von AP besteht. Hierzu bemerken wir zunéchst,
daB jedes Element von £ in der Form ¢/a geschrieben werden kann, wo a Element von £ ist.
Sind nun ¢/a und ¥/b irgend zwei Elemente von 8, so gilt, wie aus (1.) sofort zu ersehen:

1) ¢/a ist dann und nur dann gleich /b, wenn a = b ist,

2) {a+ Vb= {a+b,

3) Ya-Yb=ab

Wir bilden jetzt ein System Rpfl, indem wir zu K noch alle Symbole von der Form ¢/a

hinzunehmen, in denen a ein zu K, nicht aber zu KP gehoriges Element bezeichnet, ohne
jedoch zunéchst einem solchen Symbol die Bedeutung einer p-ten Wurzel aus a beizulegen.
Wir setzen ferner fest, dafy auch, wenn die Elemente a, b von £ nicht zu f gehdren, oder wenn
eines dieser Elemente nicht zu KP gehort, fiir Gleichheit, Summe, Produkt die unter 1), 2), 3)
gemachten Angaben gelten sollen. Dadurch haben wir &2 zu einem System mit doppelter
Komposition gemacht. Aus 1), 2), 3) folgt aber weiter, dal wir eine isomorphe Beziehung
zwischen & und &~ erhalten, wenn wir jedem Element a von & das Element /a von &
zuordnen; mithin ist AP wie & ein Koérper. Wenden wir jetzt die in jedem Korper geltenden
Rechnungsregeln an, so erhalten wir unter Bezugnahme auf 3):

(ay = ¥a.

Da nun aber das Element aP zu K gehort, so hat {/aP bereits die Bedeutung einer p-ten
Wurzel aus aP, und es ist also ¥/a? = a, daher

(¢ = a,

womit die Bedeutung von ¢/a als einer p-ten Wurzel aus a allgemein nachgewiesen ist und
zugleich, dafl 8 aus den p-ten Potenzen der Elemente von &P besteht. %> Wenden wir
den Schritt, der uns von K zu & fiihrte, wiederholt an, so erhalten wir eine Korperfolge
ﬁp_l,ﬁp_Q, ..., und es ist somit 8" fiir jedes ganzzahlige n definiert.

3. Die simtlichen Elemente, welche in den zu einem Korper R von der Charakteristik
p gehorigen Korpern 8" auftreten, bilden einen Korper €, ebenso haben die Korper 82" als
Durchschnitt einen Kérper ®. Beide Korper € und ® sind vollkommen, und zwar stellt ©
den grofiten in R enthaltenen vollkommenen Kérper dar, wihrend sich € als ein kleinster
vollkommener Erweiterungskdrper von K erweist.

Da niémlich von je zweien der Korper 87" (n ; 0) stets einer in dem andern enthalten
ist, “®? so ergibt die Gesamtheit aller in diesen Koérpern auftretenden Elemente einen Kérper
(§ 2, 2.). Ist a ein Element dieses Koérpers € und kommt a etwa in AP" vor, so gibt es in /T
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und mithin in € eine p-te Wurzel aus a. Der Korper € ist also vollkommen. Wenn wir ihn
als kleinsten vollkommenen Erweiterungskorper von & bezeichnen, so soll dies heiflen, dafl
kein von € verschiedener Korper zwischen £ und € vollkommen ist. Ist ndmlich €’ ein Korper
zwischen £ und €, @ ein nicht in €’ enthaltenes Element von €, n die kleinste natiirliche Zahl
derart, daBl a in &7 " vorkommt, so ist a?" Element von &, also auch von ¢’. Ist nun o unter
den Elementen aP, apz, ap3, ... das erste in ¢’ enthaltene, so besitzt a?” in ¢’ keine p-te Wurzel,
der Korper € ist also unvollkommen. — Ist ferner a ein Element des Durchschnittskorpers D,
n eine beliebige ganze Zahl, so kommt a in anﬂ, daher ¢/a in &7, d. h. in jedem Kérper der
Folge &7" und mithin in ® vor. Der Kérper ® ist also vollkommen. Ist endlich ®’ irgendein
vollkommener in £ enthaltener Korper, a ein beliebiges Element von ®’, n eine beliebig grofie
natiirliche Zahl, so besitzt a in ®’ eine p"-te Wurzel b. Dann gehért b zu £, und mithin a = "
zu A" d. h. zu allen Koérpern unserer Folge, also zu ®. ®’ ist also in © enthalten und © der
grofite in R enthaltene vollkommene Korper.

Es sei R ein beliebiger Korper von der Charakteristik p, a ein Element von K. Dasselbe
bestimmt eine Folge von Elementen

2
P P
a,al,al ...,

in der jedes Element p-te Wurzel des folgenden ist. Diese Folge konnen wir, wenn in K eine p-te
Wurzel aus a existiert, ohne Erweiterung des Korpers nach der entgegengesetzten Richtung
fortsetzen. Entweder existiert fiir jede noch so grofie natiirliche Zahl n eine p™-te Wurzel aus
a, die wir mit a?” " bezeichnen, oder es gibt eine grofite Zahl n derart, da a?” " noch existiert,
aber keine p-te Wurzel mehr besitzt. Im ersten Fall erhalten wir eine nach zwei Richtungen hin
sich ins Unendliche erstreckende Elementenfolge, im zweiten hat dieselbe ein Anfangselement.
Die vollkommenen Koérper sind dadurch charakterisiert, daf§ sie nur Folgen der ersten Art
besitzen. Die Elemente einer Folge a?" sind entweder alle voneinander verschieden, oder sie
wiederholen sich periodisch, in welchem Falle die Folge natiirlich von der ersten Art ist. Es
gilt hier der einfache Satz:

4. Die durch ein Element a eines Kérpers & von der Charakteristik p bestimmite
Elementenfolge aP" ist dann und nur dann periodisch, wenn das Element a absolut algebraisch
ist. Die Anzahl der Elemente der Periode ist gleich dem absoluten Grade (=Grad in bezug
auf den Primkorper) von a, und die Elemente der Periode sind die samtlichen Wurzeln einer
und derselben irreduziblen Gleichung im Primkorper Bp.

Ist ndmlich die zu a gehorige Elementenfolge periodisch und besteht sie aus n verschiedenen
Elementen, so ist jedes Element seiner p”-ten Potenz gleich, also Losung der Gleichung
xP" — x = 0, deren Koeffizienten dem in £ enthaltenen Primkérper B, angehdren, mithin
absolut algebraisch. Ist umgekehrt a ein absolut algebraisches Element von K und

(2) o) =2"+ a1z 4+ +am=0
die irreduzible Gleichung des Frimkorpers, welche durch a befriedigt wird, so ist
a™ +ad™ 4+ +a, =0.

Erhebt man diese Gleichung zur p-ten Potenz, und bedenkt man, daf} jedes Element des
Primkorpers seiner p-ten Potenz gleich ist, so erhalt man

aP™ + alap(m_l) +rday, = 0’
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d. h. die Gleichung (2.) wird auch durch a? befriedigt. In gleicher Weise erkennt man, dafi die
Elemente ap2, ap3, ... Losungen der Gleichung (2.) sein miissen, dafl es also hochstens m ver-
schiedene unter ihnen gibt. Nehmen wir an, dafl es n verschiedene gibt, also a, a?, ap2, caP !
verschieden sind, wihrend a?" = a wird, so ist ¢(x) durch

(3.) (z—a)(z—a’)-(z—a”" ) =a" + bz 4+ by = P(2)

teilbar. Erhebt man zur p-ten Potenz und ersetzt man darauf 2P durch = (was statthaft, weil
aP in bezug auf R transzendent ist), so erleiden die Faktoren der linken Seite von (3.) nur eine
zyklische Permutation. Man erhalt daher

Y(x) = 2" + R 0

und somit b} = by,...b2 = b,. Nun wird aber die Gleichung z? = x durch die p Elemente des
Primkorpers befriedigt, und da sie nicht mehr als p Losungen haben kann, so folgt, dafl die
Koeffizienten von ¢ (x) dem Primkorper angehoren. Da aber ¢(z) durch ¢ (z) teilbar und im
Primkérper irreduzibel ist, so mufl ¢(x) = ¢ (x) sein. Damit ist Satz 4. vollstandig bewiesen.

Ist der Korper K absolut algebraisch, so gehort jedes Element von R einer periodischen
Folge an, besitzt also eine p-te Wurzel. Wir erhalten so den folgenden Satz, von welchem 2.
ein spezieller Fall ist:

5. Jeder absolut algebraische Korper ist vollkommen.

Wurzelelemente und Wurzelkérper. — Ist R ein Kérper von der Charakteristik p, £ eine
Erweiterung von K, so soll ein Element a von £ Wurzelelement in bezug auf K heiflen, wenn
fiir hinlénglich groBes n a?” zu & gehort. “ ! Alsdann bezeichnen wir die kleinste Zahl n > 0,
fiir welche a?" Element von & wird, als den Exponenten von a in bezug auf f. Ist derselbe
gleich f, so ist, wie leicht zu sehen (s. S. 38), 2P’ — aP’ = 0 die irreduzible Gleichung in R,
welche durch a befriedigt wird. Den Kérper £ nennen wir Wurzelkorper in bezug auf |, wenn
alle seine Elemente Wurzelelemente sind. Zu den Wurzelelementen gehoren alle Elemente
von R selbst, sie sind durch den Exponenten 0 charakterisiert. Sind a und b Wurzelelemente
und iibertreffen ihre Exponenten die natiirliche Zahl f nicht, so sind apf, v’ Elemente von R,
und dasselbe gilt daher fiir (a & b)?" = o?’ + b*" wie fiir (a - b)?’ und (%)pf. Die Elemente
a+xb,a-b, ¢ sind daher auch Wurzelelemente, und ihre Exponenten sind < f. Daher bilden
diejenigen in £ enthaltenen Wurzelelemente, deren Exponent die Zahl f nicht {iberschreitet,
einen Korper zwischen K und £, und dasselbe gilt, wie hieraus sofort folgt, fiir die Gesamtheit
aller in £ enthaltenen Wurzelelemente. Weiter ergibt sich, daf eine Erweiterung £, die durch
Adjunktion eines (endlichen oder unendlichen) Systems & von Wurzelelementen entsteht,
einen Wurzelkorper darstellt. Denn der von den Wurzelelementen gebildete Korper ist, da er
£ und das System & enthilt, mit dem Korper £(6) = £ identisch. — Aus den gegebenen
Definitionen folgt ferner sofort, dal wenn der Korper £ zwischen K und 9t liegt und £ in
bezug auf K, 91 in bezug auf £ Wurzelkorper ist, 91 auch in bezug auf K einen Wurzelkérper
darstellt. — Nehmen wir jetzt an, es sei der Erweiterungskorper £ selbst oder allgemeiner
irgendein Korper T zwischen & und £ vollkommen, ”*° und bezeichnen wir mit ¢ den Korper
aller in £ enthaltenen Wurzelelemente (in bezug auf K). Ist dann a ein Element von €, f
sein Exponent, so gehort a?’ zu R, also auch zu T. Es mufl aber schon a selbst zu ¥ gehoren;
denn bezeichneten wir andernfalls mit n die kleinste Zahl, fiir welche a?" zu T gehort, so
wiirde a?" innerhalb T keine p-te Wurzel haben, wihrend doch T ein vollkommener Kérper
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sein sollte. Es gehort also a zu ¥, und somit ist der Korper € in ¥ enthalten. Andererseits
ist € selbst ein vollkommener Korper. Denn wenn a wieder ein Element von € und f seinen
Exponenten bezeichnet, so besitzt a als Element von ¥ innerhalb dieses vollkommenen Korpers
eine p-te Wurzel ¢/a = b, und es wird ' = qP" Element von £. Das Element ¥/a ist also
Wurzelement, gehort mithin zu €. Somit enthélt jeder Erweiterungskorper £ von K, wenn er
vollkommen ist, einen kleinsten derartigen Korper, und dieser wird von allen in £ enthaltenen
Wurzelelementen gebildet. — Es sei nun € ein kleinster vollkommener Erweiterungskorper von
£ (also ein Wurzelkorper), und es bezeichne K¢ (f = 0) den Kérper derjenigen Elemente von
¢, deren Exponent < f ist. Dann ist Ry = K. Ist a Element von £/, so kann der Exponent von
¢/a nicht > f+ 1 sein, d. h. {/a gehort zu Kyyq; gehort ¢/a zu Kyiq, so kann man umgekehrt
schlieflen, daf @ Element von 8 ist. Es wird also ﬁ’; 41 = Ry. Bezeichnet R einen Kérper von
demselben Typus wie &, my eine isomorphe Beziehung zwischen £ und £, € einen kleinsten
vollkommenen Erweiterungskorper von £, ﬁf den Kérper derjenigen Elemente von €, deren
Exponent in bezug auf 8 < f ist, so haben wir einerseits zwischen £ und £ = £y, andererseits
zwischen &1 und £ eine isomorphe Beziehung, wenn wir jedem Element von £; bzw. £;
seine p-te Potenz zuordnen. Aus diesen beiden Isomorphismen ergibt sich in Verbindung mit
o eine isomorphe Beziehung 7 zwischen K; und Ry, welche my umfafit. In gleicher Weise
gelangen wir zu einer m; umfassenden Beziehung 7y zwischen £ und £ u. s. f. Durch die
Gesamtheit dieser Isomorphismen 7, 71, 72, . .. wird ein Isomorphismus zwischen ¢ und €
hergestellt. Hier kénnen wir wieder £ mit & zusammenfallen lassen und voraussetzen, daf
durch my jedes Element von K auf sich selbst bezogen wird. Dann ergibt sich:

6. Jeder unvollkommene Kérper laft sich im wesentlichen nur auf eine Weise zu einem
maglichst kleinen vollkommenen Kérper erweitern; und es wird so jedem unvollkommenen
Typus ein bestimmter vollkommener zugeordnet.

§13.

Unvollkommene Korper: Algebraische Erweiterungen erster Art.

Es sei £ ein beliebiger Korper. """ Eine irreduzible Funktion in £ heifle von der ersten
Art'?) wenn sie nur einfache Nullstellen besitzt. Ein in bezug auf & algebraisches Element
~ heifle von der ersten Art, wenn die in K irreduzible Funktion, welche die Nullstelle v hat,
von der ersten Art ist. Eine algebraische Erweiterung heifle von der ersten Art, wenn alle
Elemente des Erweiterungskorpers von der ersten Art sind.

Bei vollkommenen Korpern, insbesondere also allen Kérpern von der Charakteristik 0,
gibt es nur Funktionen, algebraische Elemente und algebraische Erweiterungen erster Art.

Es habe der Korper £ die Charakteristik p, und es sei g(z) eine irreduzible Funktion in &.
Wir kénnen dann eine ganze nicht negative Zahl f so bestimmen, dal g(x) ganze rationale
Funktion von 27, aber nicht mehr von 2’ ist. g(x) hat dann die Form

g(z) = 2" + a1 g,

und es kommt wenigstens ein Glied, dessen Exponent nicht durch p/*! teilbar ist, wirklich
vor. Wir bezeichnen die Zahl n als den reduzierten Grad, f (in Verallgemeinerung einer im

10 Tn heutiger Sprache: separabel. — Hrsg.
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vorigen Paragraphen eingefiihrten Bezeichnung) als den Ezponenten der irreduziblen Funktion
g(x) und iibertragen diese Bezeichnung auch auf die Nullstellen der Funktion®).

Zwei spezielle Félle sind besonders bemerkenswert. Hat namlich erstens der reduzierte
Grad seinen kleinsten Wert 1, so nimmt g(z) die Form 2?' — o an und hat lauter gleiche
Nullstellen; die algebraischen Elemente vom reduzierten Grade 1 sind also die im vorigen
Paragraphen betrachteten Wurzelelemente. Hat zweitens der Exponent f seinen kleinsten Wert
0, so ist g(x) nicht mehr ganze rationale Funktion von 2P, die Ableitung ¢’(x) verschwindet
nicht, kann also mit g(x) keinen gemeinsamen Faktor haben, somit hat die Funktion g(z)
lauter einfache Nullstellen, sie ist von erster Art. Dagegen ist im Falle f > 0 g(x) die p-te
Potenz einer andern ganzen Funktion, hat also nur mehrfache Nullstellen " *". Mit dem Falle
f =0 werden wir uns in diesem Paragraphen vorzugsweise beschéftigen.

Wir beweisen nun eine Reihe von Sétzen, die sich auf einen Kérper £ von der Charakteristik
p beziehen; ein Teil dieser Sdtze ist nur dann von Bedeutung, wenn & unvollkommen ist.

1. Ist v in bezug auf K algebraisches Element vom FExponenten f, f >0, so ist vP in
bezug auf 8 vom Ezponenten f — 1, und es ist [R(y) : R(YP)] = p.

Denn wenn v Nullstelle der irreduziblen Funktion

ist, so ist vP Nullstelle von
h(z) = 2 T g,
h(z) ist in R irreduzibel, weil aus h(x) = ¢(z) - ¢(z) folgen wiirde
9(x) = h(a?) = @(z") - Y (a?),

wihrend doch g(z) irreduzibel ist. Somit ist f —1 der Exponent von 47, und da [y : £] = n-p/,
[y : &] = np! =1 ist, so folgt [R() : R(v")] = p.

2. Ist
(2.) o) =2" +az" 4+ +a,
eitne irreduzible Funktion erster Art in R, so ist auch
(3.) V() =a"+dlz" - al

!
(allgemeiner ™ + af "~ 4+ .- + aﬁf) irreduzibel und von erster Art.

Beweis: Bezeichnet h(x) einen zu 8 gehorigen Faktor von ¢ (x), dessen Grad grofler als 0
ist, so ist h(zP) Faktor von ¢ (aP) = (¢(x))P, also, weil ¢(x) irreduzibel ist, eine Potenz von
(x). Wir erhalten so:

(4.) h(@") = (¢(x))"  (0<r=p).

) Die Bezeichnung ,;reduzierter Grad“ rechtfertigt sich dadurch, daf}, wie mittels der folgenden Satze leicht
gezeigt werden kann, der reduzierte Grad eines Elementes in bezug auf f gleich dem Grade ist, welchen das
Element in bezug auf den kleinsten £ enthaltenden vollkommenen Kérper hat.
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Nun hat aber der Voraussetzung geméf ¢(z) nur einfache, (¢(z))" also nur r-fache Nullstellen;
und da h(z?) die p-te Potenz einer ganzen Funktion (eines Erweiterungskorpers) ist, also jede
Nullstelle wenigstens p-fach hat, so folgt aus (4.), da§ r = p,

h(a?) = (p(x))" = p(a?),

somit
h(z) = ¥(z)

ist. ¢ (x) ist also irreduzibel. Da ¢(x) wenigstens eine Potenz von x, deren Exponent durch p
nicht teilbar ist, wirklich enthélt, so folgt aus (2.), (3.) dasselbe fiir ¥ (z). ¥ (x) ist also von
der ersten Art.

3. Ist

1

(2.) o) =2"+a2" "+ +ay

eine irreduzible Funktion erster Art in R, £ ein Erweiterungskorper von K, welcher die p-ten
Wurzeln aus den Koeffizienten von ¢(x) und eine Nullstelle v von ¢(x) enthdlt, so enthalt £
auch die p-te Wurzel aus 7.

Beweis: £ enthélt der Voraussetzung nach die beiden Funktionen

X(@) ="+ Yar" e Y, @ =y = (2= )

also auch ihren gréfiten gemeinsamen Teiler ¢(z). Da v Nullstelle von ¢(z) ist, so ist ¢/
Nullstelle von ¢(2P) = (x(x))P, also Nullstelle von x(z), und zwar einfache Nullstelle, weil die
Nullstellen von x(x) die p-ten Wurzeln der Nullstellen von ¢(z), also wie diese voneinander
verschieden sind. Da ¢/ die einzige Nullstelle von 2P — v ist, so folgt t(x) = z — ¢/, und
somit ist ¢y Element von £.

4. Jede algebraische Erweiterung eines vollkommenen Korpers ist ein vollkommener
Korper.

Beweis: “*® Es sei £ ein vollkommener Korper von der Charakteristik p — denn fiir die
Charakteristik 0 versteht sich der Satz von selbst —, £ eine algebraische Erweiterung von K,
ein Element aus £, p(z) die irreduzible Funktion aus & mit der Nullstelle . Da K vollkommen
ist, ist ¢(x) von der ersten Art, und aus demselben Grunde enthélt R(), wie schon R, die
p-ten Wurzeln aus den Koeffizienten von ¢(z), auerdem aber auch -, mithin nach 3. auch
¢/7- Da R(y) Teilkorper von £ ist, so ist also die p-te Wurzel jedes Elementes v von £ in £
enthalten, mithin £ ein vollkommener Kérper. — Die Voraussetzung des Satzes 4. ist erfiillt,
wenn R Primkérper, £ also ein absolut algebraischer Korper ist, womit wieder der Satz § 12,
5. bewiesen ist.

5. Ist vy in bezug auf & algebraisch und von der ersten Art, so ist R(yP) = K(vy). "

Denn wenn v Nullstelle der irreduziblen Funktion ¢(z) = 2" + a;2" ! +--- +a, in &
ist, so ist 47 Nullstelle der Funktion 1 (z) = 2™ + a{2"~! + - -- + @, welche nach 2. ebenfalls
irreduzibel ist. Es ist also n = [y : 8] = [4? : K], woraus das Behauptete folgt. — Daf}
umgekehrt aus £(7?) = K(y) geschlossen werden kann, dafl 7 von der ersten Art ist, besagt
bereits Satz 1.
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6. Ist das Element 7y in bezug auf R algebraisch und von der ersten Art, so ist ()
eine algebraische Erweiterung erster Art.

Beweis: Es sei « ein beliebiges Element von R(7); setzen wir dann

(5.) {[ﬁ(a) (Rl =my, [R(Y): R(a)] = mae,

[R(a?) - &l =n1,  [R(Y) : R(eP)] = ng,
so wird

(6.) mi-mg =ny-ng = [R(7) : K],

und weil R(aP) Teilkérper von R(«) ist,

(7.) mi Z ni, mg S no.

Ist nun x(v) = ™2 4+ bjz™2~! + ... + by, die irreduzible Funktion des Kérpers £(«a), welche
7 zur Nullstelle hat, so ist 47 Nullstelle von ™2 + b{zm2=1 4 ... 4 bh,,, und die Koeffizienten
dieser Funktion gehoren, wie leicht zu sehen, dem Korper £(a?) an. Mithin ist

ny = [R(7) : R(a")] = [R(?) : K(a?)] < my,

also wegen (7.), (6.) mg = na, m; = ny. Die Elemente o und o sind also in bezug auf & von
demselben Grade. Daher ist (o) = R(«), also a ein Element erster Art, w. z. b. w.

7. Jede endliche Erweiterung erster Art ist einfach.” "’

Denn wenn £ eine endliche Erweiterung erster Art von R ist, so konnen wir £ = R(S)
setzen, wo & nur endlich viele Elemente enthélt (§ 7, 6.), und da diese alle von der ersten Art
sind, so ist £ nach § 11, 4. in bezug auf K einfach.

8. FEin Korper R(S), welcher aus & durch Adjunktion eines Systems & von algebrai-
schen Elementen erster Art hervorgeht, ist eine Erweiterung erster Art.

Ist ndmlich & ein endliches System, so folgt dies aus § 11, 4. und Satz 6. dieses Paragraphen;
ist aber & unendlich, so folgt dasselbe unter Hinzunahme von § 2, 3.

9. Liegt der Kérper £ zwischen R und 9 und ist £ in bezug auf K, M in bezug auf £
von der ersten Art, so ist M in bezug auf R von der ersten Art.

Beweis: Es sei ¢ ein beliebiges Element von 9. Nach § 7, 9. ist § in bezug auf & algebraisch.
Um 9. zu beweisen, haben wir nur zu zeigen, dafl § von der ersten Art, also vom Exponenten
0 in bezug auf K ist. Bezeichnen wir den in Rede stehenden Exponenten zunéchst mit f, so
ist nach 1. 6*' in bezug auf K vom Exponenten 0. In bezug auf £ ist § der Voraussetzung
nach erster Art, woraus nach 5. £(8) = £(67) = £(67") =-- -, also £(8) = 2(5pf) folgt. Den
Korper 2(5pf) erhélt man aus K, indem man alle Elemente von £ sowie v’ adjungiert. Da
diese Elemente aber simtlich in bezug auf K von erster Art sind, so gilt dasselbe nach Satz 8.
fiir alle Elemente des Korpers 2(5pf) = £(9), also auch fiir §, w. z. b. w.

Es sei R ein beliebiger Korper, £ eine endliche Erweiterung erster Art von K. Dann ist
die Erweiterung einfach und irgendein primitives Element o von £ Nullstelle einer in K
irreduziblen Funktion ¢(z) von der ersten Art. Es kann sein, dafl ¢(z) schon in £ vollstandig
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zerfallt; dann setzen wir £ = 9. Andernfalls bezeichnen wir mit 91 eine Erweiterung von
£, welche gerade hinreicht, um ¢(z) vollstdndig zu zerlegen. Dann geht 91 aus £, und da
£ = R(a), auch aus K allein durch Adjunktion von Nullstellen der Funktion ¢(z) hervor, ist
also eine endliche Erweiterung erster Art von K und iiberdies in bezug auf K normal (§ 8, 6.).
Ist daher j; ein primitives Element von 9 (in bezug auf R), g(x) die irreduzible Funktion aus
R mit der Nullstelle j1, so hat man in 91 eine Zerlegung

9(@) = (x = j1) - (x = j2) -+ (& = jn)-
Dabei sind die Elemente ji, jo, ... j, voneinander verschieden, und es wird

Da j1,j2,...jn Nullstellen derselben irreduziblen Funktion aus K sind, so erhélt man eine
isomorphe Beziehung 71, (k = 1,...n) von 91 in bezug auf sich selbst, bei welcher jedes Element
von R ungeédndert bleibt, wenn man in jedem Element von 91, das man sich in der Form

(8.) co+cijr+-+ cn_1j?—1

mit Koeffizienten aus 8 geschrieben denkt, j; durch ji ersetzt (§ 6). Das System dieser
n Isomorphismen (die Galoissche Gruppe) sei mit ® bezeichnet.”"! Es sei nun 9 irgend
ein Korper zwischen K und 0N, [M : K] = m, § = ¢(j1) ein primitives Element von 9, in
der Form (8.) dargestellt, h(x) die irreduzible Funktion aus & mit der Nullstelle 5. Da die
Isomorphismen 7 das Element 0 ungedndert lassen und 8 = ¢(j1) in ¥ (ji) uberfiithren, so
folgt aus 0 = h(B) = h(¥ (1)), daB auch h(¥(jx)) = 0 wird. Die Funktion

f@) = (x=9() - (x=¥(2) - (& = ¢(jn))

gehort zum Korper R, da ihre Koeffizienten in den Nullstellen ji von g(z) symmetrisch
sind, und ihre Nullstellen sind nach dem vorangehenden samtlich Nullstellen der irreduziblen
Funktion h(z). Daher kann f(x) in K keinen irreduziblen Faktor aufler h(z) haben, und es
wird im Hinblick auf die Grade von f(z) und h(z)

f(x) = h(z)w.

Mithin sind unter den Elementen 9 (jx) genau - gleich 3 = 1(j1), es gibt also unter den
Isomorphismen 73 genau '+, welche das Element 8 und somit jedes Element von £(3) = I
ungeédndert lassen. Es sei $) das System dieser [ Isomorphismen. — Ist 9’ ein zweiter
Korper zwischen £ und N, so gehort zu M’ ein System §’, bestehend aus allen denjenigen
Isomorphismen , welche alle Elemente von 9 ungeindert lassen. Nehmen wir an, es sei §)’
mit § identisch. Ist dann ¢ ein Element von 9, so lassen die zu $ gehorigen Isomorphismen

alle Elemente von 9t sowie ¢, also auch alle Elemente des Korpers 9t(d) ungeéndert. Wird
[9(3) < M) = p

gesetzt, so wird [M(J) : K] = m - p. Nach dem vorangehenden ist daher die Anzahl der
Isomorphismen 7y, welche alle Elemente von 91(0) ungeéndert lassen, gleich mi,#, und da
zu ihnen alle = Isomorphismen aus $) gehoren, so mufl p = 1, M(0) = M, also § Element
von M sein. Da § ein beliebiges Element von M bezeichnete, so ist hiernach 9 Teil von
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M und, da in gleicher Weise das Umgekehrte bewiesen werden kann, 9t = 9. Da sonach
zu verschiedenen Korpern 9 zwischen & und 91 verschiedene Teilsysteme §) des Systems &
gehoren, " ? die Zahl der Teilsysteme von & aber endlich ist, so liegen zwischen £ und 9, also
auch zwischen K und £ nur endlich viele Kérper. D. h.

10. Zwischen einem Kérper & und einer endlichen Erweiterung £ erster Art liegen
nur endlich viele Korper.

Da ferner bei vollkommenen Koérpern alle algebraischen Erweiterungen von der ersten Art
sind, so ergibt sich:

11. Zwischen einem vollkommenen Kérper und einer endlichen Erweiterung desselben
liegen nur endlich viele Korper.

§14.

Unvollkommene Korper: Beliebige algebraische Erweiterungen, Satz der
primitiven Elemente und Satz der Zwischenkorper.

Die in der Uberschrift bezeichneten Sétze gelten zufolge § 11, 5. und § 13, 11. fiir jeden
vollkommenen Korper. " ”? Es gibt aber gewisse unvollkommene Kérper, in welchen diese Sitze
auch noch bestehen. Zur ndheren Untersuchung der hiermit zusammenhéngenden Fragen
miissen wir, nachdem wir in § 12 und § 13 zwei spezielle Arten algebraischer Erweiterungen,
ndmlich die Wurzelkorper und die Erweiterungen erster Art untersucht haben, jetzt beliebige
algebraische Erweiterungen betrachten. Zunéchst zeigt es sich, dafl jede solche Erweiterung
sich in bestimmter Weise aus zwei speziellen zusammensetzt:

1. Ist £ algebraische Erweiterung des unvollkommenen Kérpers R, so gibt es zwischen
R und £ einen bestimmten Korper £9 von der Beschaffenheit, dafi £q in bezug auf K von der
ersten Art, £ in bezug auf £9 Wurzelkorper ist. £y besteht aus allen Elementen von £, welche
in bezug auf R von erster Art sind.

Bezeichnet ndmlich £y das System aller Elemente erster Art aus £, so enthélt der Kérper
R(Lo) nach § 13, 8. nur Elemente erster Art, ist also mit £( identisch, und £y ist somit ein
Korper zwischen £ und £. Ist ferner ¢ irgendein Element aus £, f sein Exponent in bezug
auf R, so ist 57" von erster Art, also Element von £¢, mithin § Wurzelelement von £g. Dieser
Korper £g ist der einzige, welcher die unter 1. geforderten Eigenschaften besitzt. Denn besitzt
£ diese Eigenschaften, und ist das Element § von £ in bezug auf 8 von erster Art, so ist ¢
auch inbezug auf £{, von erster Art, und da 0 zugleich Wurzelelement von £, sein soll, so muf}
d selbst dem Korper £f angehoren. £( muBl daher alle Elemente erster Art umfassen, also mit
£o identisch sein.

2. Ist £ algebraische Erweiterung des unvollkommenen Kérpers R, f eine ganze Zahl
2 0, so ist das System £y derjenigen Elemente von £, deren Ezponent < f ist, ein Korper
(zwischen 8 und £).

Dies ist zunéchst fiir £9 nach Satz 1. der Fall. Sodann ist die Forderung, dafl der Exponent
eines Elementes a von £ < f sein soll, gleichwertig mit der Forderung, daf3 a?’ den Exponenten
0 haben, " “* also Element von £y sein soll. Sind daher a und b Elemente aus £ f» 80 sind a?’
und bpf, mithin auch Summe, Differenz, Produkt und Quotient von a?’ und b”" Elemente
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von £y. Diese Verbindungen sind aber die p/-ten Potenzen von a + b, a — b, a - b, 7. Daher
gehoren diese vier Elemente wieder dem System £; an und dieses ist ein Korper.

3. Adjungiert man einem unvollkommenen Kérper R ein System & algebraischer
Elemente, deren FExponenten die Zahl f nicht iiberschreiten, so sind die Exponenten aller
Elemente von R(6) < f.

Denn bezeichnet &’ das System aller Elemente von £(&), deren Exponenten < f sind,
so ist &’ nach 2. ein Korper, und da in & alle Elemente von & und & vorkommen, so wird
&' = K(6).

Exponent und reduzierter Grad einer endlichen Erweiterung.””” — Es sei £ eine endliche
Erweiterung eines unvollkommenen Korpers K. Dann gibt es eine ganze Zahl f = 0 derart,
daB £ Elemente vom Exponenten f, aber keine von gréerem Exponenten enthélt. ™% Wir
nennen die Zahl f den Ezponenten von £ (in bezug auf 8 ). Ist ferner £y der Teilkérper von
£, welcher von den Elementen erster Art gebildet wird, und ist [£o : 8] = n, so nennen wir
die Zahl n den reduzierten Grad von £ (in bezug auf K). — Ist nun 6 ein Element aus £ vom
FExponenten f, so ist von den Potenzen

5,67, 67" .. o7

erst die letzte vom Exponenten 0, also Element von £9. Daher wird [£o(8) : &] = n - p/, also
n - p/ Teiler von [£ : 8].77 Ist ferner i ein belicbiges Element von £, n; sein reduzierter
Grad, f; sein Exponent, so ist f1 < f, npfl Element von £g, ny gleich dem Grade von npfl,
also ein Teiler von n. Da ny - p/* der Grad von 7 ist, so folgt:

4. Ist £ eine endliche Erweiterung des unvollkommenen Koérpers K, n ihr reduzierter
Grad, f ihr Exponent, so ist der Grad von £ (in bezug auf R) ein Vielfaches, der Grad jedes
Elementes von £ ein Teiler der Zahln - pf.

Ist £ eine einfache Erweiterung, so haben die primitiven Elemente denselben Grad wie £
selbst, dieser Grad muf also nach 4. gleich n - p’ sein, und es stellt alsdann f den Exponenten,
n den reduzierten Grad eines jeden primitiven Elementes dar.

Es bezeichne wie vorher £ eine endliche, nicht notwendig einfache Erweiterung des unvoll-
kommenen Koérpers K, und es mogen £, n, f ihre frithere Bedeutung beibehalten. In £ gibt
es Elemente vom Exponenten f, ebenso Elemente vom reduzierten Grade n; denn der Koérper
Lo ist von erster Art, besitzt also primitive Elemente. Der Grad eines solchen Elementes ist n,
und da es erster Art ist, so ist n auch sein reduzierter Grad. Es fragt sich aber, ob man in £
stets ein Element finden kann, welches zugleich vom Exponenten f und vom reduzierten Grade
n ist. Fir die Erkenntnis der Struktur der endlichen Erweiterungen ist es von Wichtigkeit, zu
zeigen, dafl es stets solche Elemente gibt. Wir wollen also in Ergénzung von 4. jetzt den Satz
beweisen:

5. Ist £ eine endliche Erweiterung des unvollkommenen Korpers R, n thr reduzierter
Grad, f ihr Exponent, so gibt es in £ Elemente vom Grade n - p?.

Wir bemerken zunéchst, dafl der Korper &, weil er unvollkommen ist, unendlich viele
Elemente besitzt. In einem solchen Koérper K gilt aber der Satz, dafl man in einer von 0
verschiedenen ganzen Funktion F' von n Unbestimmten tg, %1, .. .%,_1 fiir diese solche Elemente
aus R setzen kann, dafl das entstehende Element von K ebenfalls # 0 ist. Man zeigt dies in
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bekannter Weise zunéchst fiir n = 1, wobei man sich darauf beruft, dafl unendlich viele Werte
zur Verfiigung stehen, die Zahl der Nullstellen aber hochstens gleich dem Grade der Funktion
ist; sodann allgemein durch den Schlufl von n auf n + 1. — Von dieser Tatsache machen wir
jetzt Gebrauch. Indem wir die fritheren Bezeichnungen wieder aufnehmen, wéhlen wir aus
dem Koérper £y ein primitives Element ~y, aus dem Koérper £ ein Element § vom Exponenten
f (falls f = 0,"" irgendein von 0 verschiedenes Element §) aus und setzen 5 = n.

Von den Potenzen

(1. 5,60, .87 =n

ist dann die letzte die einzige, welche £y angehort. Die Elemente

n—1

(2.) £, 7%, ..
bilden eine Basis von £, und da ~ von erster Art, £9 = R(7) = R(?) = K(H*") = -+ =

ﬁ(vpf), 199" also ’ypf ein primitives Element von £y und 7 # 0 ist, so bilden auch die Elemente

(3.) R e AR R G
eine Basis von £9. Wir fithren jetzt 2n Unbestimmte tg,...t,_1;ug,...u,—1 ein und bilden
die beiden Linearformen:

(4. E=to+yti +2te+ -+,

(5.) ¢ =muo +m? wr + 1y up + -+ I gy,

Dann stellt £ sowohl wie ( jedes Element aus £y einmal dar, wenn man fiir die ¢ bzw. u alle
Elemente aus £ setzt. Fiir jedes ganze nicht negative k stellt ¥ eine ganze homogene Funktion
der Unbestimmten u mit Koeffizienten aus £y dar. Driicken wir diese Koeffizienten durch
die Basis (3.) aus und ordnen wir dann den Ausdruck nach den Elementen dieser Basis, so
erhalten wir

(6.) CF = nAp + " A 4+ y P A

Hierin sind die A ganze homogene Funktionen der u mit Koeffizienten aus K, und dasselbe
gilt fiir die Determinante
| Agi] (k,1=0,...n—1).

Setzen wir fiir die Unbestimmten u irgendwelche Elemente aus K, so wird ¢ ein Element von
£0, |Ag| ein Element von K und zwar nur dann gleich 0, wenn die Elemente

e, ¢ ¢ ¢

linear abhéngig (in bezug auf ) werden. Da wir aber die u so wéhlen kénnen, dafl ¢ primitiv
wird, so ist |Ay|, als Funktion der Unbestimmten u betrachtet, von 0 verschieden. Daher
geht |Ay| in eine von 0 verschiedene Funktion A der Unbestimmten tg, .. .¢,—1 liber, wenn

man g, . . . U,—1 durch tpf, . tflf_l ersetzt. Nach dieser Substitution wird, wie aus (4.), (5.)
ersichtlich,

!
(7.) ¢ =né".
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Setzen wir jetzt fiir tg,...¢,—1 solche Elemente aus &, dal A # 0 wird (und nehmen wir im
Fallen =1ty # 0 an),” ' so wird ¢ = nfpf ein primitives, £ ein von 0 verschiedenes Element
von £p. Das Element ¢ - £ aus £ hat den Exponenten f; denn da von den Elementen (1.) nur
das letzte dem Korper £9 angehort, & aber Element von £y ist, so ist auch von den Potenzen

(8.) 5¢, sver, ... o e = nev’

erst die letzte Element von £y, also von der ersten Art. Ferner haben die Elemente (8.) alle

denselben reduzierten Grad, und da nfpf primitives Element von £ ist, so ist der reduzierte

Grad von 6¢ gleich n. Hiernach ist der Grad von 6¢ gleich n - pf, und damit ist 5. bewiesen.
Aus 5. und § 7, 5. folgt unmittelbar:

1. Fine endliche Erweiterung £ eines unvollkommenen Kérpers R ist dann und nur
dann einfach, wenn [£: R =n -plist, wo n den reduzierten Grad, f den Ezponenten von £
bezeichnet.

Es sei wieder £ eine beliebige endliche Erweiterung des unvollkommenen Kérpers K, 9t
ein Korper zwischen £ und £; n und m mogen die reduzierten Grade der Koérper £ und 9
bezeichnen, f und g ihre Exponenten. Dann ist g < f,

9.) [0t : R] = mpY.

Es bezeichne ferner fiir jede ganze nicht negative Zahl r £, bezw. 91, den Korper derjenigen
Elemente von £ bzw. 91, deren Exponenten < r sind, so dafl

Lr=2, M=oM,
[Soiﬁ]:n, [molﬁ]:m

und jeder Koérper M, Teilkérper von £, "'V wird. £ ist in bezug auf £, also auch in bezug auf
Mo von der ersten Art, mithin einfach. Ein primitives Element v von £( ist daher Nullstelle
einer irreduziblen Funktion ¢(z) aus 9 vom Grade I und von erster Art. Die Funktion
@(x) ist aber auch im Kérper 9t = M, irreduzibel. Hatte man ndmlich in 9 eine Zerlegung

(10.) p(x) = x() - (),

und bezeichnete man mit @(x), X(x), ¥ (z) diejenigen Funktionen, welche aus ¢(z), x(z), ¥ (x)
dadurch hervorgehen, dafl man jeden Koeffizienten durch seine p9-te Potenz ersetzt, so wiirde
aus (10.) die Gleichung

(11.) ?(z) = X(@) - ¥(x)

folgen. Da nun der Exponent jedes Elementes von 9 < g, die p?-te Potenz also in 9
enthalten ist, so wiirde zufolge (11.) @(z) im Korper 9ty reduzibel sein. Dies aber widerspricht
dem Satze § 13, 2. Somit ist ¢(x) auch in 9 irreduzibel, mithin [y : M] =  und wegen (9.)

n

(12.) (M) : K] [P R] zn-pf.

m

Da 9t vom Exponenten g, v vom Exponenten 0 ist, so ist nach 3. 9t(v) vom Exponenten g,
also Teil des Korpers £, welcher alle Elemente aus £ umfafit, deren Exponenten < ¢ sind. —

54



Steinitz, Algebraische Theorie der Korper §14

Der Korper £ enthélt Elemente vom Exponenten f, daher Elemente eines jeden Exponenten
< f (§ 13, 1.). Mithin ist von den Kérpern

£0,81,... 8= £

jeder vorangehende nur ein Teil des folgenden.
Nehmen wir nun an, daf £ in bezug auf & einfach ist. Dann ist nach I [£: &] = n - p/,
[£: L] = p/, daher

[’Sr-&-l:gr}:p» (T:Oa"'f_l)
(13.) [£g: 8] =n-p.

Da aber M(~y) Teilkorper von £, ist, so folgt aus (12.), (13.):
m(fY) :’an %[mﬁ] :n-pg, [mﬁ] :m.pg‘

Dies besagt aber nach I, dafl 971 eine einfache Erweiterung von R ist. Es besteht also der Satz:

II. Ist £ eine einfache algebraische’) Erweiterung von K, so ist auch jeder Korper
zwischen K und £ in bezug auf R einfach.

Der Koérper 91 enthélt nur solche Elemente von £, deren pJ-te Potenz zu 9y gehort, er
muf} aber auch alle diese Elemente enthalten. Denn zunéchst bilden diese Elemente einen
Korper M (s. Satz 2.) zwischen 9T und £, nach II mufl 9 ein primitives Element ¢ enthalten.
Da alsdann 67’ zu 90 gehort, so ist [V : &] = [§ : M| - [Mo : K] < p? - m, also M = M.
Jeder Korper 91 zwischen K und £ ist somit durch den in ihm enthaltenen Koérper 9 seiner
Elemente erster Art und seinen Exponenten g eindeutig bestimmt. Nun ist ¢ < f, und fiir
Moy kommen, da Ny zwischen K und £y liegt und £y eine Erweiterung erster Art ist, nach
§ 13, 10. auch nur endlich viele Kérper in Betracht, mithin kann es zwischen & und £ nur
endlich viele Korper geben.

Wir lassen jetzt die Voraussetzung, dafi die endliche Erweiterung £ einfach ist, fallen,
nehmen aber dafiir an, dafi die Anzahl der Korper zwischen £ und £ endlich ist. Da die p-te
Potenz jedes Elementes von £, (0 < r < f) zu £,_; gehort, so kann [£, : £,_1] nicht > p sein,
weil sonst im Widerspruch mit unserer Voraussetzung schon zwischen £,_; und £, unendlich
viele Korper liegen wiirden (§ 11, 6.). Da andererseits £,_1 nur ein Teil von £, ist, so wird
[Lr: Lr_1] = p, also

(£: 8] = [&f: L] [Lo: Al =n-p,

was besagt, dafl £ in bezug auf R einfach ist. Damit ist unter Beriicksichtigung der fritheren
Ergebnisse (§ 11, 3., § 11, 5., § 13, 11.) “1? bewiesen:

III. Damit zwischen einem beliebigen Kiorper R und einer Erweiterung £ desselben nur
endlich viele Korper liegen, ist notwendig und hinreichend, dafi £ in bezug auf R algebraisch
und einfach ist.

Wir beweisen zum Schlufl noch:

IV. Der Satz der primitiven Elemente und der Satz der Zwischenkérper (§ 11)
gelten aufler fiir vollkommene Kérper noch fiir diejenigen unvollkommenen Kéorper £ von

) Genau dasselbe gilt indessen auch fiir einfache transzendente Erweiterungen (Satz von Liiroth, s. § 24).
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der Charakteristik p, welche in bezug auf &P endlich und vom Grade p sind. Fir die anderen
unvollkommenen Kérper gelten sie nicht.” "’

Nehmen wir ndmlich erstens an, dafl die angegebenen Satze fiir den unvollkommenen
Korper 8 von der Charakteristik p gelten, und bilden wir wie in § 12 den Erweiterungskérper
£= ﬁpil, so dafl £ = K wird. Ist dann a ein nicht zu K gehoriges, b ein beliebiges Element
von £, so ist [R(a) : K] = p, aber auch [R(a, b) : K] = p. Denn wére [R(a,b) : 8] > p, so wiirden,
weil die p-ten Potenzen aller Elemente von R(a,b) zu K gehoren, nach § 11, 6. unendlich viele
Korper zwischen £ und R(a, b) liegen, und die Erweiterung wére nicht einfach. Da dies gegen
unsere Annahme verstoit, so ist [R(a,b) : 8] = p = [R(a) : 8], das Element b gehort also zu
R(a), und da b ein beliebiges Element von £ war, so ist £ = £(a), also [£ : £P] = [R(a) : R] = p,
und weil £ zu & isomorph ist, auch [R : 8] = p.

Nehmen wir zweitens an, daf [R : RP] = p ist, und bezeichnen wir mit £ irgendeine endliche
Erweiterung von K, mit f ihren Exponenten, mit n ihren reduzierten Grad. Hat dann £, die
frithere Bedeutung und lassen wir jedem Element von £, in £P seine p-te Potenz entsprechen,
so erhalten wir eine isomorphe Beziehung zwischen £, und £2, in welcher & auf 8 isomorph
abgebildet ist. Hieraus folgt, wie man sofort sieht,

& 8] = [£]: 8]
und daraus
(€ ST [Lr: R =[S : L] - [0 ] =[S : R] = L2 B] - [R: R7) = p[&, : A,
also
(14.) (& &7 =p.

Es sei nun 0 < r < f. Dann ist £,_1 nur ein Teil von £,; andererseits gehort die p-te Potenz
jedes Elementes von £, zu £,_1, d. h. £,_; liegt zwischen £F und £,, und aus (14.) folgt
Lr—1 = £P und somit

[Sr : Sr—l] =DP.

Daraus folgt aber weiter
[S:ﬁ]:[ﬂf:,ﬂo]-[ﬁg:ﬁ]:npf.

Diese Gleichung driickt aber aus, dafl £ in bezug auf R einfach ist, w. z. b. w.

§15.
Endliche Korper.

Unter einem endlichen Kirper verstehen wir einen Kérper von endlich vielen Elementen. © 'V*

Ist R ein endlicher Korper, so ist auch der in & enthaltene Primkorper B endlich, die Charak-
teristik von K also eine Primzahl. Es muf} ferner £ in bezug auf seinen Primkorper endlich sein.
Hat andererseits & die Charakteristik p, und ist £ in bezug auf seinen Primkoérper B, =B
endlich, [R : B] = n, und bilden die Elemente a1, ...a, eine Basis von K in bezug auf B, so
wird jedes Element von K einmal in der Form

ciai + c2a3 + -+ + cpap
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dargestellt, wenn man fiir c¢y,...c, alle Elemente des Primkoérpers setzt. £ besteht also
aus p" Elementen. Sonach ist die Anzahl der Elemente eines endlichen Korpers stets eine
Primzahlpotenz. Ist wiederum eine beliebige Primzahlpotenz p” gegeben und nehmen wir
mit dem Primkérper B, eine Erweiterung vor, die gerade hinreicht, um die Funktion P —x
vollstéandig zu zerlegen, so ergibt sich folgendes: In dem Erweiterungskorper K hat die Funktion
aP" — x p"™ verschiedene Nullstellen, weil ihre Ableitung p"eaP" ! — e = —¢, also zu 2P —z
relativ prim ist. Sind ferner a und b irgend zwei Nullstellen von zP" — x, so folgt aus a?" = a,
" =b, daB (a+b)P" = aP" £ = a+b, ebenso (a-b)P" =a-b, (%)pn = ¢ wird, was besagt,
daB die Nullstellen von 2P" — z einen Korper von p™ Elementen bilden. Ist andererseits &
ein endlicher Kérper von p™ Elementen, so ist p seine Charakteristik, n sein Grad in bezug
auf den Primkérper. £ ist absolut algebraisch, und ebenso ist jedes Element a von £ absolut
algebraisch, sein absoluter Grad m ein Divisor von n. Nach § 12, 4. besteht die Folge

2
a,d? a’ ...

aus einer Periode von m verschiedenen Elementen; es ist daher fiir jeden durch m teilbaren
Exponenten f a?’ = a, also auch a?" = a. Somit sind die p” Elemente von & die Nullstellen
der Funktion zP" — 2, und K stellt eine Erweiterung des Primkorpers dar, welche gerade
hinreicht, die Funktion 2P" — z vollstdndig zu zerlegen. Da aber alle Erweiterungen eines
Korpers, welche zur vollstdndigen Zerfallung einer gegebenen Funktion gerade hinreichen,
dquivalent sind, so sind alle Koérper von p™ Elementen isomorph. Somit hat sich ergeben:

1. Die Zahl der Elemente eines endlichen Korpers ist eine Primzahlpotenz, und jede
Primzahlpotenz p" stellt die Anzahl der Elemente fiir einen und nur) einen Korpertypus dar;
p ist die Charakteristik, n der absolute Grad desselben.

Wir wollen diesen Typus mit &, ,, bezeichnen.

Damit in einem Korper £ von der Charakteristik p ein Kérper €,, enthalten sei, ist
nach dem Vorangehenden notwendig und hinreichend, dafi die Funktion 2" — z in £ in
Linearfaktoren zerfillt. Die p™ Nullstellen von 2P" — x bilden dann den Korper. Hieraus folgt
zunéachst:

2. Fin Korper kann nicht mehr als einen Teilkorper vom Typus €, , (bei gegebenem
n) enthalten.

Ist d ein Teiler von n, so ist p¢ — 1 Teiler von p™ — 1,”1%° daher 2?" — 2 = x(xpd_l —€)
Teiler von 2P" — z = z(zP"~' — ¢). Enthélt daher der Kérper & einen Kérper &, n, so zerfallt

in 8 die Funktion 2" — z, also auch die Funktion 2?" — z in Linearfaktoren. Es gilt also der
Satz:

3. Enthdlt ein Kérper 8 einen Korper €, ., so enthdlt er auch Korper aller Typen
¢,.4, wo d einen Teiler von n bezeichnet.

Eine weitere Folge von 2. und 3. ist:

4. FEin Korper €, , hat so viele Teilkorper, als die Zahl n Teiler hat, jeder Teiler von
n bezeichnet den Grad eines Teilkorpers;” 00

) Dies wurde wohl zuerst von Moore ausgesprochen und bewiesen (Math. Papers read at the intern. math.
congress, Chicago 1893, (New York 1896), pag. 210ff.).
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ferner:

5. Enthdlt der Korper R einen Korper €, ,, so besteht dieser aus allen denjenigen
absolut algebraischen Elementen von K, deren Grad Teiler von n ist.

Denn zunéchst ist jedes Element von &, ,, absolut algebraisch und sein Grad Teiler von n.
Ist andererseits a ein absolut algebraisches Element von £ und sein Grad d Teiler von n, so ist
der in & enthaltene Korper B, (a) vom Typus &, 4 und, da & nur einen Korper dieses Typus
enthalt, mit demjenigen identisch, der auch in &, ,, enthalten ist. Also ist a Element von &, ,.

Es sei R ein beliebiger Kérper von der Charakteristik p; a und b seien absolut algebraische
Elemente von K, m und n ihre Grade, m relativ prim zu n, ¢ der Grad von a + b. Dann ist
(§ 12, 4.)

a+b=(a+ b)ptn =" 4" =" 4 b,

also
tn
a=a’ ",

woraus folgt, dafl m in ¢n, also auch in ¢t aufgeht. Ebenso zeigt man, dafl n in t aufgeht, daf
mithin ¢ durch m - n teilbar ist. Andererseits ist

mmn m

(a4+b)P" =a?" + """ =a +b,

also mn durch t teilbar, mithin ¢ = mn. Dieses Resultat 148t sich sofort auf Summen von
mehr als zwei Elementen ausdehnen, und es ergibt sich so:

6. Sind ai,ao,...a, absolut algebraische Elemente eines Kérpers von Primzahlcharak-
teristik, und sind ihre Grade untereinander relativ prim, so ist der Grad von a1 +as~+---+a,
gleich dem Produkt dieser Grade.

Hieraus ziehen wir einige einfache Folgerungen: Stellt

(1.) n=q'-q’ )

die Zerlegung der natiirlichen Zahl n in Potenzen verschiedener Primzahlen dar, so enthélt
ein Korper vom Typus €, ,, einen Teilkorper 2 vom absoluten Grade ¢;* (i = 1,...v), dieser
einen Teilkorper B vom Grade q?il. Ist a; ein in 2 aber nicht in 93 enthaltenes Element,
so ist der Grad von a; Teiler von ¢;' aber nach 5. nicht Teiler von ¢ =1 mithin gleich ¢;°.
Wir kénnen also dem Koérper €, , v Elemente a1, as,...a, von den Graden ¢i', ¢5%, ... q)"
entnehmen. Das Element a1 + a2 + - - - + a, ist dann vom Grade n, also primitiv, und somit

ist bewiesen:

7. Jeder endliche Korper ist in bezug auf seinen Primkdrper einfach, und es gibt also
in diesem irreduzible Funktionen eines jeden Grades n.

Es enthalte der Kérper & von der Charakteristik p die Koérper €, ,, und &, ,,, es sei n
das kleinste gemeinsame Vielfache von n; und ng, und Gleichung (1.) stelle die Zerlegung von
n in Primzahlpotenzen dar. Dann geht ¢;* (¢ = 1,...v) wenigstens in einer der Zahlen ni, ny
auf, 8 enthélt daher einen endlichen Korper vom Grade ¢;’, also auch ein Element a; dieses
Grades. Ermitteln wir fiir ¢ = 1,...v je ein solches Element, so ist a = a1 + as + - -+ + a, ein
Element, B, (a) ein Kérper vom absoluten Grade n."!"" Also:
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8. Enthdlt der Korper & endliche Korper der (absoluten) Grade ny,ns und ist n das
kleinste gemeinsame Vielfache von ny und na, so enthdlt K auch einen Kérper vom Grade n.

Auf Grund des Satzes 7. kénnen wir die Liicke ausfiillen, welche beim Beweise von
§ 11, 4. geblieben war, indem der Fall eines endlichen Korpers ausgeschlossen wurde. Wenn
wir ndmlich einen endlichen Kérper & durch Adjunktion von endlich vielen algebraischen
Elementen «, 3,7, ... zu einem Korper £ erweitern, so ist £ in bezug auf K, also auch in bezug
auf den Primkorper endlich, mithin ein endlicher Kérper. Nach 7. gibt es in £ Elemente &
derart, daf B, (&) = £, somit auch K(§) = £ wird. £ ist also in bezug auf 8 einfach, und da &
ein vollkommener Korper ist,” ' so ist ¢ Nullstelle einer irreduziblen Funktion von £ mit
einfachen Nullstellen. Also:

9. Der Satz § 11, 4. gilt auch fiir endliche Korper.” "

Jedes Element des Korpers €,, genligt im Primkorper B, = €, einer irreduziblen
Gleichung g(z) = 0, deren Grad ein Teiler von n ist. Zerlegt man daher die Funktion 2?" — z,
deren Nullstellen die sémtlichen Elemente von &, , sind, in ‘B, in irreduzible Faktoren, so
sind diese alle verschieden, und ihre Grade sind Teiler von n. Es muf3 aber auch umgekehrt
jede irreduzible Funktion g(x) aus B,, deren Grad d in n aufgeht, unter den Faktoren von
oP" — 2 enthalten sein. Denn bezeichnet £ eine Erweiterung von 9, welche zur Zerfillung
von g(x) gerade hinreicht, und ist a eine Nullstelle von g(z) in £, so ist P, (a) ein Kérper
€, ¢ und enthélt nach 5. alle Elemente von £, deren Grad Teiler von d ist, also auch alle
Nullstellen von g(z). Daraus folgt P, (a) = £, und die Funktion 2" — x, welche alle Elemente
von Pp(a) = €, g = £ zu Nullstellen hat, mul durch g(x) teilbar sein. g(x) geht daher auch
in 2" — 2 auf, und wir erhalten den Satz:

10. Die Funktion xP" — x stellt das Produkt aller irreduziblen Funktionen des Prim-
korpers B, dar, deren Grad Teiler von n ist.

§16.

Die absolut algebraischen Korper von Primzahlcharakteristik.

Es sei p eine beliebige, aber fiir die folgenden Betrachtungen ein fiir allemal fest gewéhlte
Primzahl. — Wir wollen nun die absolut algebraischen Kérper von der Charakteristik p
betrachten. Zu diesen gehoren alle endlichen Korper von der Charakteristik p, welche dadurch
gekennzeichnet sind, daf sie in bezug auf den Primkdrper 8 endlich sind. In dem umfassenderen
Gebiete aller absolut algebraischen Korper von der Charakteristik p finden sich nun in der
Hauptsache dieselben Gesetze wie in dem engeren Gebiete der endlichen Kérper. Um dies
deutlicher hervortreten zu lassen, bezeichnen wir die sémtlichen Primzahlen in ihrer natiirlichen
Folge mit ¢1, g9, 4¢3, ..., so da}

g1 = 2,92 = 3,q3 =5,...

wird. Dann wird jede natiirliche Zahl auf eine Weise in der Form

(1.) 1[4
=1

dargestellt, wo die Exponenten s¢; ganze nicht negative Zahlen sind, von denen nur eine
endliche Anzahl von 0 verschieden ist. Wir wollen jetzt allgemeiner alle (symbolischen)
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Ausdriicke von der Form (1.) betrachten, in denen fiir jeden Exponenten s; nach Belieben 0
oder eine natiirliche Zahl oder auch das Zeichen oo gesetzt ist, und setzen fiir diese Ausdriicke,
die wir G-Zahlen nennen (G =Grad), und welche die natiirlichen Zahlen mit umfassen, in
Ubereinstimmung mit den bei natiirlichen Zahlen geltenden Gesetzen folgendes fest: Zwei
G-Zahlen

m=1lg", n= Hqg\i

heiflen dann und nur dann gleich, wenn fir jedes i s»; = \; ist. m heifst teilbar durch n, ein
Vielfaches von n u. s. f., wenn fir jedes i \; < »; ist. Dabei gilt co als grofler als jeder andere
Exponent. Ist m durch n teilbar, so bilden wir auch den Quotienten, indem wir festsetzen, daf3

m i— N\
_ :quz (3
n

sein soll, wobei s¢; — A; gleich 0 zu setzen ist, wenn »; = oo, \; = oo ist, gleich oo, wenn
2; = 00, A; aber endlich ist. Dann ergibt sich sofort: Alle G-Zahlen sind durch 1 teilbar, und
alle gehen in derjenigen G-Zahl auf, deren sémtliche Exponenten s; gleich oo sind. Hat man
irgendein System von endlich oder unendlich vielen G-Zahlen, so besitzen diese stets einen
grofsten gemeinsamen Teiler t, in welchem alle gemeinsamen Teiler aufgehen, und ein kleinstes
gemeinsames Vielfaches v, welches in allen gemeinsamen Vielfachen aufgeht. Der Exponent
von g; in t ist gleich dem kleinsten Exponenten, welchen ¢; in den gegebenen G-Zahlen hat,
der Exponent von ¢; in v gleich dem grofiten dieser Exponenten oder, falls ein solcher nicht
existiert — falls ndmlich zwar kein Exponent von g; gleich oo ist, aber jede endliche Zahl von
gewissen dieser Exponenten iiberschritten wird —, gleich oco.

Ist m irgendeine G-Zahl, so bilden die natiirlichen Zahlen, welche in m aufgehen, ein
System & von folgenden Eigenschaften:

1) Ist n eine Zahl aus &, so gehért auch jeder Teiler von n zu S.
2) Sind ni,ns Zahlen aus S, so ist auch ihr kleinstes gemeinsames Vielfaches Zahl
aus &, E110

Die Zahl m ist dann in jedem Falle das kleinste gemeinsame Vielfache aller Zahlen aus &,
und also ihrerseits durch das System & vollig bestimmt. Hat man umgekehrt irgendein System
S von natiirlichen Zahlen, welches die Eigenschaften 1) und 2) besitzt und ist m das kleinste
gemeinsame Vielfache aller Zahlen aus G, so besteht G aus den sémtlichen natiirlichen Zahlen,
welche in m aufgehen.

Es sei nunmehr R irgendein absolut algebraischer Kérper von der Charakteristik p. Die
Grade der in R enthaltenen endlichen Korper bilden dann ein System & von natiirlichen
Zahlen, welches zufolge § 15, 3. und 8. die Eigenschaften 1) und 2) besitzt. Es sei m das
kleinste gemeinsame Vielfache der Zahlen aus &. Ist m eine natiirliche Zahl, so ist K ein
endlicher Kérper vom Grade m. Ist umgekehrt K ein endlicher Korper, so stellt m den Grad
dieses Korpers dar. Wir wollen nun aber auch in den Féllen, wo & nicht endlich und demgeméaf
m keine nattrliche Zahl ist, m als den (absoluten) Grad von K bezeichnen. Dann gilt also:

1. Jeder absolut algebraische Kérper von der Charakteristik p hat einen bestimmten
Grad, welcher eine G-Zahl ist.

Es gelten ferner, wie wir noch zu zeigen haben, die folgenden Sétze:

2. FEs gibt einen absolut algebraischen Kérper der Charakteristik p, dessen Grad gleich
einer beliebig vorgeschriebenen G-Zahl ist.
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3. Alle absolut algebraischen Korper derselben Charakteristik p und desselben Grades
sind isomorph.” 11!

Um zu einem Beweise von 2. zu gelangen, nehmen wir mit den ganzen ganzzahligen mod. p
reduzierten Funktionen eine Numerierung vor. Unter der Nummer v einer solchen Funktion

(2) f(@) = ana” + an_12™ " 4 - + ag,

in welcher also die Koeffizienten Zahlen aus der Reihe 0,1,...p — 1 sind, verstehen wir die
Zahl f(p), so daB

(3. v=app" + an_1p" "+ +ag

wird. " ''? Dann hat nicht nur jede der hier betrachteten Funktionen eine Nummer > 0,
sondern es stellt auch jede ganze Zahl = 0 die Nummer einer und nur einer dieser Funktionen
dar. Denn die Gleichung (3.) ist ja nichts anderes als die Darstellung der Zahl v im System
mit der Grundzahl p. Diese Numerierung tibertragen wir sodann auf die ganzen Funktionen
eines Primkorpers P = P, also auf die sdmtlichen Elemente von ‘Bz], die ja auch in der
Form (2.) eindeutig dargestellt werden. Dabei hat, wie sofort zu sehen, von zwei Funktionen
verschiedenen Grades diejenige von kleinerem Grade auch die kleinere Nummer, und unter
den Funktionen gleichen Grades haben diejenigen, bei denen der Koeffizient der héchsten
Potenz die Einheit ist, kleinere Nummern als die andern.

Ist n irgendeine natiirliche Zahl, so gibt es, wie wir wissen, in 3 irreduzible Funktionen
vom Grade n. Unter diesen sei diejenige mit kleinster Nummer durch ¢, (z) bezeichnet.
Ist d ein Divisor von n, so gibt es in einem endlichen Erweiterungskorper €, , n Elemente
JyJ1s -« jn—1, welche die Gleichung ¢, (z) = 0, und d Elemente, welche die Gleichung ¢4(z) = 0
befriedigen. Die letzteren kénnen als ganze Funktionen von j, deren Grad < n ist, und deren
Koeffizienten zu B gehoren, dargestellt werden. In der Sprache der Kongruenzen kénnen wir
dies so ausdriicken: Es gibt in 8 d Funktionen yi(x),...xq4(z), deren Grad < n ist, und fiir
welche

va(xi(x)) =0 (mod. p,(x)) (1=1,...d)
wird. Unter diesen bezeichnen wir diejenige von kleinster Nummer mit 14, (). Dann konnen
wir sagen: Wenn in einem Erweiterungskérper von 8 das Element j Nullstelle von ¢, (x) ist,
so ist ¥q,(j) Nullstelle von @q(x). pn(x) und g, (x) sind fir jede natiirliche Zahl n und
jeden Teiler d von n wohldefinierte Funktionen aus 3, welche sich fiir jedes gegebene n,d
leicht berechnen lassen. Es sei noch darauf hingewiesen, dal ¢;(x) = z, 1, (x) = 0 wird,
wahrend g, (), sobald d > 1 ist, wenigstens vom ersten Grade ist. ¥y, ,,(z) wird gleich x fiir
n > 1.
Es sei nunmehr irgendeine G-Zahl

m = g

gegeben. Bezeichnen wir fiir jede natiirliche Zahl n mit r,, den gréffiten gemeinsamen Teiler
von n! und m, so bilden

(4) T1,72,y...

eine Folge natirlicher Zahlen, deren jede in den folgenden aufgeht. Eine natiirliche Zahl n, die
in m aufgeht, geht, weil in n!, auch in r,, auf. Eine Zahl, die nicht in m aufgeht, kann aber auch
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in keiner der Zahlen (4.) aufgehen. Mithin: Das System & der natiirlichen Teiler von m ist
identisch mit dem System der in Zahlen der Folge (4.) aufgehenden Zahlen. Sehen wir von dem
schon erledigten Fall, daf3 m endlich d. h. eine natiirliche Zahl ist, ab, so werden die Zahlen
(4.) iiber alle Grenzen wachsen. Durch Fortlassen von Elementen aus (4.) kénnen wir bewirken,
daf} eine unendliche Zahlenfolge zuriickbleibt, in welcher schon das erste Element > 1 ist und
keine zwei einander gleich sind. Diese Zahlenfolge hat noch immer die Eigenschaften, auf die
wir uns allein stiitzen, dal ndmlich jede Zahl in den folgenden aufgeht, und dafl die und nur
die natiirlichen Zahlen in Zahlen der Folge aufgehen, welche Divisoren von m sind.
Wir fithren jetzt ein System von Elementen

71,72, .. in inf.

ein, indem wir verfiigen, daf j, Nullstelle der Funktion ¢, (x) — fir die wir auch g, (z)
schreiben — sein soll. Dann stellt (j,) = K, einen endlichen Kérper vom Grade r,, dar. Wir
erhalten so ein System von Koérpern

R, R, ..,

die zundchst nichts miteinander zu tun haben. Ersetzen wir das Funktionszeichen vy ., .,
durch t,, ,,, 1, so stellt ¢, .1 (jn+1) eine Nullstelle von @, (z) dar, und man hat daher eine
eindeutig bestimmte isomorphe Bezichung zwischen &, = P(j,,) und dem in K41 = P (jn+1)
enthaltenen Korper B(¢,, , 41 (jn+1)), in welcher dem Element j, das Element v, ,, 1 (jn+1)
entspricht. Daher diirfen wir, ohne daf3 dadurch die bisher zwischen den Elementen bestehenden
Beziehungen ihre Giltigkeit verlieren, festsetzen, daf j, = Enm +1(jng1) sein soll. Durch diese
Festsetzung, die fiir jedes n gelten soll, wird aber jeder Kérper der Reihe

(5.) Ro =P, KA1, R, ...

Teil des folgenden. Die Gesamtheit aller Elemente, die in diesen Kérpern auftreten, stellt einen
Korper £ dar, und wir konnen leicht zeigen, dafl dieser Korper die gewiinschten Eigenschaften
besitzt. Zunéchst ist klar, dal £ ein absolut algebraischer Koérper von der Charakteristik p ist,
weil dies von allen Koérpern aus (5.) gilt. Ist ferner n eine nattirliche Zahl, die in m aufgeht, so
geht n in 7, auf, und der Korper K, dessen Grad r,, ist, besitzt einen Teilkérper vom Grade
n, welcher auch Teilkérper von £ ist. Geht aber n nicht in m, also auch in keiner Zahl r,, auf,
so enthélt keiner der Korper R&;, ein Element vom Grade n; also enthélt auch £ kein solches
Element, also auch keinen Koérper vom Grade n. Daher ist m der Grad von £.

Wir kommen nun zum Beweise von 3. und nehmen an, dafl neben dem eben konstruierten
Korper £ ein zweiter £ gegeben sei, welcher wie £ absolut algebraisch ist, die Charakteristik p
und den Grad m hat. Dann ist zu zeigen, da§ £ und £’ isomorph sind. — Bei diesem Beweise
diirfen wir, wie leicht zu sehen, voraussetzen, dafl der Primkorper von £ mit dem von £
identisch ist. Da jede der Zahlen r, im Grade m von £’ aufgeht, so besitzt der Voraussetzung
nach £ einen endlichen Teilkorper K, vom Grade 7, und es mufl daher die in B irreduzible
Funktion @, (x), deren Grad 7y, ist, in £ in Linearfaktoren zerfallen. Wir denken uns nun aus
£’ irgendein System von Elementen

il,iz, ... in inf.
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derartig herausgegriffen, daf i,, Nullstelle von 3, () wird.) 113 Aus diesem System wollen
wir nun ein zweites solches

J1s 55 .. in inf.
in eindeutig bestimmter Weise ableiten. Zu diesem Zweck setzen wir fest, dafi j1 = 41 sein soll,
und geben eine Methode an, nach welcher j;, ,; bestimmt wird, wenn die Elemente ji, ...,
bereits bestimmt sind. Nun ist 4,41 Nullstelle der in *B irreduziblen Funktion @, ;(x); es stellt

daher auch jede Potenz iﬁil eine Nullstelle von $,,,(x) dar, und man erhélt jede Nullstelle
einmal, wenn man dem Exponenten f die Werte 0,1, ... (1,41 — 1) erteilt. Ferner folgt aus
Gri1(ing1) =0, daB 4, ,, 1 (iny1) Nullstelle von @, () ist. Durch

— . f
(6.) (n 1 (ing1))?
wird jede Nullstelle von @, (x), also auch j/ einmal dargestellt, wenn fir f die Zahlen
0,1,...(rp—1) gesetzt werden. Es sei v diejenige unter diesen Zahlen, fiir welche der Ausdruck

(6.) gleich j;, wird. Dann wollen wir festsetzen, daf8 j;, ; = iﬁ11 sein soll. Da ¢, , ()
Funktion im Primkdérper ist, so wird

In = Wppi1(ins1))’ = Ypni1(ihi1) = Vit Una)s

und wir haben also fiir jedes n die Gleichungen

(7) @n( ;L) =0, ]’I/’L = @n,n—i—l(j?lwrl)'
Von den Koérpern der Reihe
(8.) P, K =BG, K =P(), -

ist jeder im néachsten enthalten, und alle sind Teilkorper von £'. Es kommt aber auch jedes
Element aus £ in Koérpern dieser Reihe vor. Denn der Grad eines Elementes von £ ist Teiler
von m, also Teiler einer Zahl r,, und der Korper K),, dessen Grad r, ist, umfait (§ 15, 5.)
alle Elemente von £', deren Grad in 7, aufgeht. Da nun das Element j, von £, und das
Element j;, von K], Nullstellen derselben irreduziblen Funktion @, (z) aus B sind, so existiert
eine bestimmte isomorphe Beziehung m,, zwischen &, = B(j,,) und &, = B(j;,), in welcher
die Elemente j, und j;, einander entsprechen. Aus

Jn = En,nJrl (jn-i-l)’ j;L = ﬂn’"Jrl(j?/H'l)

folgt ferner, dafl die Beziehung 7,41 die Beziehung 7, umfaft. Daraus ergibt sich aber sofort,
dafl durch die Isomorphismen
T1, T2,y ...

eine ein-eindeutige und zwar isomorphe Beziehung zwischen £ und £’ hergestellt wird. Damit
ist Satz 3. bewiesen.

Wir wollen jetzt, auch wenn m eine unendliche G-Zahl ist, mit &,,, einen absolut alge-
braischen Kérper von der Charakteristik p und vom Grade m bezeichnen. Der Grad m wurde

) An dieser Stelle wird hier zum ersten Male von dem Auswahlprinzip Gebrauch gemacht. Dasselbe kann beim
Beweise des vorliegenden Satzes auf keine Weise vermieden werden.
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erklart als das kleinste gemeinsame Vielfache der Grade der endlichen in €, ,, enthaltenen
Korper oder, was dasselbe besagt, der Grade der Elemente von €, ,,; und das System dieser
Grade ist identisch mit dem System der in m aufgehenden natiirlichen Zahlen. Auf Grund
hiervon zeigt man leicht:

4.  Adjungiert man dem Primkdérper B, ein System & wvon algebraischen Elemen-
ten, so entsteht ein absolut algebraischer Korper €, ,,, dessen Grad m gleich dem kleinsten
gemeinsamen Vielfachen der Grade der Elemente von G ist.

Es sei namlich m’ dieses kleinste gemeinsame Vielfache. Dann ist m als kleinstes gemein-
sames Vielfaches der Grade aller Elemente von &, durch m/ teilbar. Ist nun zundchst & ein
endliches System, so ist &, ,, = B,(S) ein endlicher Kérper und enthélt einen Korper &, .
Diesem gehoren aber alle Elemente von €, ., an, deren Grad in m’ aufgeht. Da hierzu alle
Elemente von & gehéren, so wird €, .,y = €, ,, also m’ = m. — Ist das System & unendlich,
a ein Element von €, ,,, n sein Grad, so kann man ein endliches Teilsystem & von & derart
bestimmen, daf o in dem endlichen Korper 9B, (&’) enthalten ist. n geht dann in dem Grade
von P, (6’) auf, und dieser ist nach dem vorangehenden gleich dem kleinsten gemeinsamen
Vielfachen der Grade der Elemente von &', also Divisor von m/. Somit geht n in m’ auf,
und m’ ist also das kleinste gemeinsame Vielfache nicht nur der Grade der Elemente von &,
sondern aller Elemente von €, ,,. Also ist wieder m' = m.

Enthélt ein Korper & einen Koérper €, ,, und geht die natiirliche Zahl n in m auf, so
enthélt &, ,, einen endlichen Korper &, , und dieser alle in & vorkommenden Elemente vom
Grade n (§ 15, 5.). Andererseits mufl der Grad jedes Elementes von €, in m aufgehen.
¢, m besteht also aus allen absolut algebraischen Elementen von &, deren Grad in m aufgeht.
Dies ist der Satz § 15, 5. in seiner Ausdehnung auf alle absolut algebraischen Koérper von
Primzahlcharakteristik. Aus ihm ergibt sich sofort, daf§ auch die Sétze 2., 3., 4., 8. des § 15
allgemein im Bereiche der absolut algebraischen Kérper von Primzahlcharakteristik bestehen.

Es seien m und m’ zwei G-Zahlen, m teilbar durch m’. Dann enthalt ein Kérper €, ,,, einen
Korper €, ,,,,. Es sei nun « ein Element von &, ,,, n sein absoluter Grad. Der absolute Grad
des Koérpers €, ,,/(a) ist dann nach 4. gleich dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen v von m’

und n. Ist nun m’ endlich, so wird v = [&, (@) : B] = [a: Ep ] -/, [ : € ] = -5, oder
schliefSlich

n
9.) [ : pr,m’] = (n m')’

wo wieder (n,m’) den grofiten gemeinsamen Teiler von n und m’ bezeichnet. Dieselbe Gleichung
gilt aber auch, wenn m’ keine natiirliche Zahl ist. Denn bezeichnet in diesem Falle v irgendeine
in m' aufgehende natiirliche Zahl, so enthélt €, ,,/ einen Teilkérper &, ,, und man hat zufolge

(9)

[a: €] Sla:€,,] =

(n,v)’
Andererseits kann v so gewéhlt werden, dal [a : €, /] = ﬁ wird. Denn die irreduzible

Funktion f(z) aus €,,,, welche o zur Nullstelle hat, gehort einem endlichen Koérper an,
demjenigen namlich, welcher aus 8 durch Adjunktion der Koeffizienten von f(x) hervorgeht.
Ist v der Grad dieses Korpers, so wird [a : €, ] = [a @ €] = ﬁ Daher ist [a : & /]

gleich dem Minimum des Ausdrucks (n"—y), und dieses tritt dann ein, wenn (n, v) sein Maximum
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erreicht. Dieses kann, da v Teiler von m’ sein soll, nicht > (n,m’) sein, aber dieser Wert wird
auch erreicht, ndmlich fiir v = (n, m’). Daher gilt die Gleichung (9.) allgemein.

Wir betrachten jetzt die Kérper €, zwischen €, ,,» und €, ,,. Jede G-Zahl k, die Vielfaches
von m’' und Teiler von m ist, stellt den Grad eines solchen Korpers dar. Ist derselbe in bezug
auf &, ./ endlich, so ist er auch einfach (§ 11, 5.; § 12, 5.). Ist alsdann « ein in bezug auf
€, primitives Element von €, 5, n sein absoluter Grad, so ist nach dem vorangehenden

n
[Cpk: Ep ] = o)
Werden alle in bezug auf €, ,, endlichen Korper €, in Betracht gezogen, so kann n jede in
m aufgehende natiirliche Zahl sein. Die Gesamthelt aller Zahlen von der Form —2 ist aber
(wie sich aus der oben gegebenen Definition des Quotlenten zweier G-Zahlen Sofort ergibt)
identisch mit der Gesamtheit aller natiirlichen in ;77 aufgehenden Zahlen und hat also zum
kleinsten gemeinsamen Vielfachen. Ist daher &, ,, in bezug auf &, ,,» endlich, so ist eine
natiirliche Zahl, und umgekehrt; und es wird in diesem Falle

3333

m
[pr,m : Gp,m’] = W

Es wird sich deshalb empfehlen, diese Gleichung als Definition des Relativgrades aufzustellen
fiir die Fille, in denen [ nicht endlich ist. Setzen wir nun fiir k£ alle in m aufgehenden
Vielfachen von m/, so stellt % alle Divisoren von .7, und zwar jeden einmal dar. Daraus

ergibt sich:

5. Ist €, Teilkirper von €y, s0 sind die in bezug auf €, genommenen Grade der
Korper zwischen €, und €., Divisoren von .7 ; jeder Divisor von . stellt den Relativgrad
etnes und nur eines solchen Korpers dar.

Es sei

¢(x) eine irreduzible Funktion in einem Koérper €, ,,, n ihr Grad. Durch Adjunktion einer
Nullstelle von ¢(z) wird &, zu einem Kérper €, , erweitert, und es ist n = £-. Hieraus folgt,
daf} n keinen Primfaktor ¢; enthalten kann, dessen Exponent s¢; in der Zerlegung von m gleich
oo ist. Ist andererseits n eine natiirliche Zahl, welche keinen solchen Primfaktor enthélt, so
kann man j so bestimmen, dafl £ = n wird. Ein Korper €, , ist dann in bezug auf seinen
Teilkoérper €, ,, einfach und jedes primitive Element Nullstelle einer in &, ,, irreduziblen
Funktion vom Grade n. Also:

6. In einem Korper €, ,, gibt es irreduzible Funktionen aller und nur der (endlichen)
Grade n, welche nur solche Primfaktoren q; enthalten, deren Exponent »; in

m = Ilg"

endlich ist.

Noch eine Bemerkung moge hier Platz finden. Man kann die bisherigen (und ebenso
die folgenden) Untersuchungen iiber algebraische Erweiterungen auch in Kroneckerscher
Ausdrucksform mit Hilfe von Modulsystemen darstellen, doch mufl man alsdann diesen
Begriff dadurch erweitern, dafi man auch ganze ganzzahlige Funktionen von unendlich vielen
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Unbestimmten in den Kreis der Betrachtungen zieht. Als solche Unbestimmte haben wir dann
die oben eingefithrten Elemente ji, ja, ... zu deuten, wiahrend ¢, (z) und 94, (z) als ganze
ganzzahlige mod. p reduzierte Funktionen einer weiteren Unbestimmten x aufzufassen sind.
Es sei nun wieder m eine beliebige G-Zahl, r1,rs, ... eine zugehorige Folge natiirlicher Zahlen
von der frither bezeichneten Art, und es werde @n,ﬂnyn 41 fur o, ¥r, .1 geschrieben. Es
bezeichne ferner S das System aller ganzen ganzzahligen Funktionen der Unbestimmten j (dies
ist natiirlich so zu verstehen, dafl jedes einzelne Element von S immer nur eine endliche Anzahl
dieser Unbestimmten enthalten soll), 7' das Teilsystem von S, welches aus den Funktionen

p; P101), Pada)s -5 Pr12(d2) = d1s Ya3(i3) =2, - -

besteht. Durch T' wird ein ,, Modulsystem M* definiert. Zwei Elemente aus S heiflen kongruent
modulo M, wenn ihre Differenz in der Form

A1B1 4+ AsBy+ -+ A B,

darstellbar ist, wo Ay, As,... A, Elemente aus S und Bj, B, ...B, Elemente aus T sind.
Nunmehr zerfillt jede ganze ganzzahlige mod. p reduzierte Funktion von z, deren Grad in m
aufgeht, mod. M auf eine bestimmte Weise in Linearfaktoren, deren Koeffizienten Elemente
aus S sind, und die Restklassen des Modulsystems M innerhalb S bilden einen Korper vom
Typus &, ,,. Nimmt man

m = g,

so zerfillt jede ganze Funktion von x, deren Koeffizienten zu .S gehoren, mod. M in Linearfak-
toren (s. § 17.).

§17.

Algebraisch abgeschlossene Korper.

In § 8. haben wir die Aufgabe behandelt: In einem Kérper R ist eine ganze Funktion
f(x) gegeben; gesucht ist ein Erweiterungskorper £, in welchem f(x) vollstindig zerfallt. Wir
koénnen uns nun aber auch die wesentlich weitergehende Aufgabe stellen, zu dem Kdérper R eine
solche Erweiterung £ zu finden, in welcher jede Funktion aus K zerfdllt. Der vorangehende
Paragraph enthélt die Losung dieses Problems fiir den Fall des Primkorpers B,,. Setzen wir
namlich

m:HQzQO7 Gp,m:%pa

so ist m durch jede natiirliche Zahl n teilbar, und es mufl daher in 2, jede irreduzible und
also auch jede reduzible Funktion aus 3, vollstéindig zerfallen.”) Aus § 16, 6. ist aber weiter
zu ersehen, dafl in 20, nur irreduzible Funktionen vom Grade 1 existieren. 2, gehért demnach
zu jener besonderen Art von Koérpern, die wir (§ 7.) als abgeschlossene bezeichnet haben.
Diese sind natiirlich fiir die hier beriihrte Frage von der gréfiten Wichtigkeit, und wir stellen
deshalb hier einige einfache auf dieselben beziigliche Sétze zusammen.

1. Ist £ eine algebraische Erweiterung eines Korpers K und zerfdllt jede ganze Funktion
aus R im Korper £ in Linearfaktoren, so ist £ algebraisch abgeschlossen.

) Von einem solchen Korper spricht L. E. Dickson (Transactions of the American Math. Soc. 8 (1907), p. 389).
Er erklart ihn aber unkorrekt als Gesamtheit aller Galoisschen Felder, die zur Primzahl p gehoren (Galoissches
Feld = endlicher Koérper bzw. Typus eines solchen); ein Existenzbeweis wird nicht erbracht.
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Es sei ndmlich ¢(x) eine irreduzible Funktion aus £, j eine Nullstelle, die ¢(z) in £ oder
einem Erweiterungskorper von £ besitzt. Dann ist £(j) algebraisch in bezug auf £, also
auch in bezug auf K, und j Nullstelle einer ganzen Funktion f(x) aus R Da diese in £ in
Linearfaktoren zerfallt, in £(j) aber den Linearfaktor x — j hat, so ist j Element von £, mithin
(x) vom Grade 1, womit Satz 1. bewiesen ist.

Es sei £ ein algebraisch abgeschlossener Korper, £ ein Teilkorper von £, 2 der Korper
zwischen K und £, welcher die in bezug auf K algebraischen Elemente umfafit. Eine beliebige
Funktion p(x) aus 2 zerfillt dann in £ in Linearfaktoren, ihre Nullstellen sind in bezug auf
2(, also auch in bezug auf 8 algebraisch, mithin Elemente von 2(. Somit zerfallt ¢(x) schon in
2 vollstandig, der Korper 2l ist also algebraisch abgeschlossen. — Ist ¥ ein Korper zwischen
R und £, a ein Element aus 2, ¢(x) die irreduzible Funktion aus £ mit der Nullstelle o, so
gehort ¢(z) auch zum Korper ¥, und wenn ¥ algebraisch abgeschlossen ist, so zerfillt ¢ (x) in
% in Linearfaktoren, « ist Element, also %I Teilkérper von T. Somit erweist sich 2 als kleinster
algebraisch abgeschlossener Koérper zwischen £ und £, er ist in allen andern solchen Kérpern
enthalten. Soll £ selbst eine mdoglichst kleine algebraisch abgeschlossene Erweiterung von &
sein, so mufl £ = A sein. Also:

2. In jeder Erweiterung £ eines Korpers K, die einen algebraisch abgeschlossenen
Korper darstellt, ist eine kleinste derartige Erweiterung enthalten; sie ist vor allen andern
dadurch ausgezeichnet, dafl sie algebraisch ist.

Nehmen wir in den voranstehenden Betrachtungen fiir  den in £ enthaltenen Primkoérper
B, so wird 2 ein absolut algebraischer Kérper und besteht aus allen absolut algebraischen
Elementen von £. Ist die Charakteristik von £ eine Primzahl p, so hat auch 2 diese Charakte-
ristik, ist also ein Korper &, ,,. Da jede irreduzible Funktion aus B, in &, ,, zerfallt, so muf}
m durch jede natiirliche Zahl teilbar sein, woraus

m = Hq;')o’ Gp,m :le
folgt. Also:

3. In jedem algebraisch abgeschlossenen Kérper £ von der Charakteristik p ist ein
Korper vom Typus 2, enthalten; er besteht aus allen absolut algebraischen Elementen von £.

Analoges gilt fiir Kérper von der Charakteristik 0. Indem wir uns zunéchst auf bekannte
Tatsachen berufen, bemerken wir, dal der Korper aller algebraischen Zahlen algebraisch
abgeschlossen ist, und daf er eine algebraische Erweiterung des Korpers der rationalen Zahlen
darstellt. Fiir diesen Typus gebrauchen wir wie frither das Zeichen Py, fiir jenen fithren
wir das Zeichen 2y ein. Zum Korper aller algebraischen Zahlen gelangt man gewohnlich,
indem man dieselben als spezielle komplexe Zahlen ansieht. Aber auch ohne die allgemeinen
komplexen Zahlen zu Hilfe zu nehmen, kann man, wie von ‘B, zu 2l,,, so von ‘Bg zu einem
absolut algebraischen und algebraisch abgeschlossenen Koérper gelangen, indem man eine
unendliche Folge von Kérpern

ﬁozmo, R, Ro, ...

definiert, deren jeder einzelne die vorangehenden umfafit und in bezug auf B¢ noch endlich
ist, und deren Elemente in ihrer Gesamtheit einen algebraisch abgeschlossenen Korper repra-
sentieren. Auch hier gelingt mit Benutzung des Auswahlprinzipes der Nachweis, dafl 2o der
einzige Typus der verlangten Art ist. Daher gilt Satz 3. auch fiir die Charakteristik 0.
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Wir gehen auf diese speziellen Untersuchungen nicht weiter ein, werden vielmehr ganz
allgemein nachweisen, daf$ jeder Kdrper R zu einem algebraisch abgeschlossenen Kérper
erweitert werden kann, und daf$ die Aufgabe, eine solche Erweiterung zu finden, im wesentlichen
nur eine Lésung hat, wenn man noch fordert, daf$ die Erweiterung mdéglichst klein, oder —
was nach 2. auf dasselbe hinauskommt, — dafs sie algebraisch sein soll.

§18.

Beziehungen zwischen Systemen ganzer Funktionen und Erweiterungskorpern.

©114 Bei den Untersuchungen dieses Paragraphen denken wir uns einen beliebig gewéhlten
Korper R zugrunde gelegt. Wir betrachten Systeme ganzer Funktionen einer Unbestimmten
x mit Koeflizienten aus K. Solche Funktionen sind stets gemeint, wenn von Funktionensy-
stemen schlechthin die Rede ist; ebenso beziehen sich Ausdriicke wie ,,Erweiterungskorper*,
,2Normalfunktion“ u. s. f. stets auf den Grundkérper K.

Ist £ ein Erweiterungskorper, S ein System von endlich oder unendlich vielen Funktionen,
die in £ vollstandig zerfallen, so ist in £ eine bestimmte Erweiterung £’ enthalten, die zur
vollstandigen Zerlegung der Funktionen aus S gerade hinreicht. Es wird ndmlich £ = &(%),
wo ¥ das System der Nullstellen bezeichnet, welche die Funktionen des Systems S innerhalb
£ besitzen.

Bezeichnet S irgendein endliches Funktionensystem, so gibt es (s. d. Schlul von § 8) stets
Erweiterungskorper, in denen die Funktionen aus S vollstiandig zerfallen. Wir stellen nun die
Definition auf:

Definition 1. Eine Funktion ¢(z) heifit dem endlichen Funktionensystem S untergeordnet,
wenn sie in jedem Erweiterungskorper, in welchem die Funktionen aus S vollstdndig zerfallen,
ebenfalls vollstédndig zerfallt.

Es ergibt sich sogleich:

1. Die Funktion ¢(x) ist dem endlichen System S untergeordnet, sobald sie in ir-
gendeinem Erweiterungskérper £1, der zur vollstindigen Zerfdllung des Systems S gerade
hinreicht, ebenfalls zerfdllt.

Denn ist £y irgendeine zweite Erweiterung, innerhalb deren S vollstdndig zerfillt, so
enthilt £ eine Erweiterung £5, welche zur vollstdndigen Zerfdllung von S gerade hinreicht.
Nach § 8, 2. sind £; und £, dquivalente Erweiterungen, und da ¢(z) in £1 vollstandig zerfallt,
so auch in £, und mithin in £.

Es stdnde nun nichts im Wege, die Definition 1. auch fiir den Fall gelten zu lassen, dafl
das System S aus unendlich vielen Funktionen besteht, wenn schon bewiesen wére, dafl auch
in diesem Falle Erweiterungskorper, in denen die Funktionen von S vollstédndig zerfallen,
existieren. So aber sind wir auf eine andere Definition angewiesen. Zu einer solchen gelangen
wir, indem wir von der Bemerkung ausgehen, dafl im Falle eines endlichen Systems S eine
Funktion ¢(z), welche einem Teilsystem von S untergeordnet ist, auch S selbst untergeordnet
ist.

Definition 2. Eine Funktion ¢(z) heifit dem unendlichen System S untergeordnet, wenn
sie irgendeinem endlichen Teilsystem von S untergeordnet ist. — Sind S7, Sy irgend zwei
Funktionensysteme, so sagen wir, S1 ist So untergeordnet, wenn jede Funktion aus S; dem
System S untergeordnet ist.

Es gilt dann der Satz:
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2. Ist das System S1 dem System Sa, dieses dem System Ss untergeordnet, so ist Si
dem System S3 untergeordnet.

Eine beliebige Funktion ¢(z) aus S; ist ndmlich einem endlichen Teilsystem S} von Ss,
dieses einem endlichen Teilsystem S5 von S3 untergeordnet (Def. 2.). Da S5 endlich ist, so
existieren Erweiterungen, innerhalb deren alle Funktionen von Sj vollstdndig zerfallen. In einer
jeden solchen Erweiterung zerfallen die Funktionen von S, zerfallt also auch ¢p(x) vollstandig
(Def. 1.). Mithin ist ¢(z) dem System S5, also auch dem System S3 untergeordnet, womit 2.
bewiesen ist.

Definition 3. Zwei Funktionensysteme heiflen dquivalent, wenn jedes dem andern unterge-
ordnet ist.

Aus den vorangehenden Definitionen und Sétzen ergibt sich sofort, dafi jedes Funktionen-
system sich selbst dquivalent ist; dafl zwei Funktionensysteme, die einem dritten dquivalent
sind, einander aquivalent sind, dafl jedes System von endlich vielen Funktionen dem Produkt
dieser Funktionen dquivalent ist.

Definition 4. Ein Funktionensystem S soll vollstindig heilen, wenn jede S untergeordnete
Funktion zu S gehort.

Ist S ein beliebiges System, so muf} ein System S’, wenn es vollstdndig und zu S dquivalent
sein soll, nur solche Funktionen enthalten, die S untergeordnet sind, diese aber auch alle.
Andererseits sieht man sofort, dafl das System aller S untergeordneten Funktionen in der Tat zu
S dquivalent und vollstandig ist. Es ist also jedes System S genau einem vollstdndigen System
dquivalent. Das kleinste vollstdndige System wird offenbar von den Funktionen gebildet, die in
R selbst vollstédndig zerfallen, das grifite von der Gesamtheit aller Funktionen aus K. Ferner
ist evident, dafl der Durchschnitt zweier vollstdndiger Systeme oder auch eines beliebigen
Systems von endlich oder unendlich vielen vollstandigen Systemen wieder ein vollstdndiges
System ist.

An diese Sétze reihen sich einige andere, welche Beziehungen zwischen Funktionensystemen
und zugehorigen Zerlegungskoérpern ausdriicken. Zunéchst ergibt sich aus den vorangehenden
Definitionen und Satzen ohne weiteres:

3. Ist £ eine Erweiterung von R, S ein Funktionensystem, welches in £ vollstindig
zerfdllt, so zerfdllt auch jedes S untergeordnete System S’ in £ vollstindig, und wenn S und
S’ dquivalent sind und die Erweiterung £ zur vollstindigen Zerfillung von S gerade hinreicht,
so ist sie auch zur vollstandigen Zerfdllung von S’ gerade hinreichend.

Dieser Satz zeigt, dafl bei den Fragen nach der Existenz und den Eigenschaften solcher
Erweiterungen, in denen ein gegebenes Funktionensystem zerfillt, dieses durch irgendein
dquivalentes ersetzt werden darf.

Wir beweisen ferner:

4. Ist die Erweiterung N gerade hinreichend, um das Funktionensystem S vollstindig
zu zerlegen, so ist sie normal, und jede Funktion die in I vollstindig zerfdllt, ist dem System
S untergeordnet.

Beweis: Es sei ¥ das System derjenigen Elemente aus 91, welche Nullstellen von Funktionen
aus S sind. Dann folgt aus unserer Voraussetzung, daff 9 = K(¥) ist. Es bezeichne nun ¢(x)
irgendeine irreduzible Funktion aus R, die in 1 eine Nullstelle o besitzt. Dann kann man ein
endliches Teilsystem T’ von T angeben derart, dafl & schon dem Korper K(%') angehort, und,
weil ¥ endlich ist, ein endliches Teilsystem S’ von S derart, dafl die Elemente aus T’ Nullstellen

69



Steinitz, Algebraische Theorie der Korper §18

von Funktionen aus S’ sind. Bezeichnet T’ das System aller Nullstellen der Funktionen aus
S’, so enthélt auch der Erweiterungskorper 97 = &(%”) das Element « und reicht gerade hin,
die Funktionen aus S’ vollstindig zu zerlegen. Daher ist 9V, weil S’ ein endliches System
ist, nach § 8, 6. in bezug auf & normal, und die Funktion ¢(z) muf} also in 9 und somit in
N vollstéandig zerfallen. Damit ist aber gezeigt, dafl die algebraische Erweiterung 91 = &(%)
ebenfalls normal ist. Sodann folgt aus dem Umstande, dafl ¢(z) in dem Korper 9V, der zur
vollstandigen Zerfallung des endlichen Systems S’ gerade hinreicht, ebenfalls zerfallt, dafl
¢(x) dem System S’ untergeordnet ist (Satz 1.). p(z) ist demnach auch S untergeordnet. Ist
endlich f(z) irgendeine in N vollstidndig zerfallende Funktion, so ist nach dem vorangehenden
jeder irreduzible Faktor von f(z) dem System S untergeordnet; daher gilt dasselbe von f(x)
selbst. Damit ist Satz 4. bewiesen. — Aus demselben geht hervor, dafl wenn fiir ein System S
die Existenz eines Erweiterungskorpers, in welchem S vollstédndig zerfillt, einmal feststeht,
flir dieses System S die beiden Definitionen 1. und 2. auf dasselbe hinauskommen.

5. Die Gesamtheit S aller Funktionen, die in einem Erweiterungskdrper N vollstindig
zerfallen, stellt ein vollstindiges System dar, und wenn die Erweiterung normal ist, so ist sie
zur vollstindigen Zerfillung von S gerade hinreichend.

Eine Funktion ¢(z) ndmlich, welche S untergeordnet ist, mufl in 9 vollstiandig zerfallen,
gehort also zu S, d. h. das System S ist vollsténdig. Bezeichnet ferner ¥ das System der
Elemente von 91, welche Nullstellen von Funktionen aus S sind, so reicht die in 91 enthaltene
Erweiterung £(%) zur Zerfillung von S gerade hin. Ist nun 9N normal, also auch algebraisch, so
ist jedes Element a aus 9t Nullstelle einer in R irreduziblen Funktion ¢(x), die in 91 vollstandig
zerfallt, also zu S gehort. Daher ist a Element von ¥, mithin von &(%), und es wird 91 = K(%),
womit 5. bewiesen ist.

Wir schlielen diese Untersuchungen mit dem Beweise des Satzes:

6. Jedes Funktionensystem S ist einem System von Normalfunktionen dquivalent.

Beweis: (Vgl. § 13, 3.). Es bestehe S zunéchst aus einer einzigen irreduziblen Funktion
©(z), und es bezeichne M eine Erweiterung, welche zur vollstandigen Zerlegung von ¢(x)
gerade hinreicht. Dann ist 91 Normalkorper. Besitzt 91 ein primitives Element «, so ist die in
R irreduzible Funktion ¢ (z), welche a zur Nullstelle hat, normal und mit ¢(x) dquivalent.
Besitzt O kein primitives Element, so mufl R ein unvollkommener Korper sein und ¢(x) einen
Exponenten f > 0 haben (§ 13, 7.). Es sei

olz) = 2 g™ g

Die Funktion o(z) ist dann in dem Koérper 91, in dem sie zerfillt, p/-te Potenz einer andern
Funktion
X(@) = (x =) (2 =) = 2" +bra" " 4 4 by,
und aus p(z) = (X(x))pf folgt
ak:bgf. (k=1,...n)
©(z) hat die Nullstellen 71,72, ... v,, wihrend die Funktion

?(z) =a" +aa" " + -+ ap,
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f f
die eine irreduzible Funktion erster Art ist, die Nullstellen v}, 42", ... f{f hat. Diese sind

voneinander verschieden, dasselbe gilt also auch fir v1,vs, ... v,. Aus ap = bﬁf folgt aP ap =
(x — bk)pf. Die irreduzible Funktion aus £ mit der Nullstelle by hat daher die Form

@—b)”*  OSf<fk=1,...n)

und ist Normalfunktion. Der Korper 9 = ﬁ('yff,'ygf,...ygf), welcher zur vollstandigen
Zerfallung von ®(x) gerade hinreicht, ist normal, in 91 enthalten und stellt eine endliche
Erweiterung erster Art von K dar. Daher gibt es in 9V primitive Elemente. Es sei « ein solches
und ¢ () die irreduzible Funktion aus £ mit der Nullstelle o. Dann ist ¢ (z) eine mit ®(x)
dquivalente Normalfunktion. Das System 7" der Normalfunktionen

D), (z—b)P", (2 —b)P?, ... (x—by)P"

geht in ein dquivalentes T” iiber, wenn man v (z) durch ®(x) ersetzt. Alle diese Funktionen
zerfallen in 91 vollsténdig, sind also der Funktion ¢(z) untergeordnet. Ein Kérper 9t zwischen
R und N, der zur vollstindigen Zerfallung des Systems T’ ausreicht, mufl die Elemente
b1, b2, ...b,, mithin die Funktion y(z), ferner die Nullstellen ng von P(z) und somit die

s
Funktionen zP’ — o= (z - vk)pf enthalten. Daher sind auch die Funktionen

(x(2), (& — )" ) =z — 1

und also auch die Elemente ~; in 9T enthalten, und aus M = K(v1, 72, ...7,) folgt M = N,
daraus die Aquivalenz von ¢(z) und 7’ und endlich die Aquivalenz von ¢(z) und dem
Normalfunktionensystem 7.

Damit ist Satz 6. fiir den Fall erledigt, da3 S aus einer einzigen irreduziblen Funktion
besteht. Es sei jetzt S ein beliebiges Funktionensystem, S’ das System aller irreduziblen
Faktoren der in S vorkommenden Funktionen, S” das System aller S’ untergeordneten
Normalfunktionen. Dann ist zunéchst S mit S dquivalent und S” dem System S’ untergeordnet.
Da ferner jede Funktion aus S’ nach dem vorangehenden einem System von Normalfunktionen
dquivalent ist, und dieses Teilsystem von S” ist, so ergibt sich die Aquivalenz von S’ und S”,
und S ist dem Normalfunktionensystem S” dquivalent.

§19.
Hilfsbetrachtungen aus der Mengenlehre.

©115 Nach Satz 5. des vorigen Paragraphen entspricht jeder normalen Erweiterung eines
Korpers R eine Klasse dquivalenter Funktionensysteme, zu deren Zerféllung die Erweiterung
gerade hinreicht, und wie sofort zu sehen ist, entspricht jeder dquivalenten Erweiterung dieselbe
Systemklasse. Der Nachweis, dafl umgekehrt jeder Systemklasse eine und, abgesehen von
dquivalenten, nur eine normale Erweiterung entspricht, macht es notwendig, Betrachtungen aus
der Mengenlehre mit heranzuziehen, und ist insbesondere ohne Benutzung des Auswahlprinzips
nicht vollstindig zu fithren. " ''° Es folge darum hier eine kurze Zusammenstellung einiger
Begriffe und Sdtze aus der genannten Disziplin, die im folgenden gebraucht werden.

1. Geordnete Mengen. — Eine Menge oder ein System von Elementen heiffit nach G.
Cantor geordnet, wenn eine Festsetzung getroffen ist, derzufolge von je zwei verschiedenen
Elementen a, b das eine, etwa a, als das frithere (kleinere), das andere b als das spéatere (grolere)
gilt; in Zeichen:
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a <boderbd>a.

Die Festsetzung muf} jedoch eine derartige sein, dafl aus a < b, b < ¢ allemal a < ¢ folgt.

2. Schnitt. — Werden die Elemente einer geordneten Menge M derart in zwei Teilmen-
gen A, B eingeteilt, dal jedes Element von M einer und nur einer dieser Teilmengen angehort,
und daf} alle Elemente von A frither als alle von B sind, so heifit eine solche Einteilung ein
Schnitt (Dedekind), die Teilmenge A wird Abschnitt, B Rest genannt (Cantor).

3. Ordnungstypen. — Unter einer dhnlichen Abbildung zweier geordneter Mengen M
und N versteht man eine ein-eindeutige Beziehung zwischen ihren Elementen, bei welcher
allemal dem fritheren von zwei Elementen aus M in N wieder das frithere der beiden zugeord-
neten Elemente entspricht. Geordnete Mengen, welche eine solche Abbildung zulassen, werden
dhnlich oder von gleichem Ordnungstypus genannt (Cantor).

4. Wohlgeordnete Mengen. — Eine Menge M heifit wohlgeordnet (Cantor), wenn eine
Festsetzung getroffen ist, derzufolge von je zwei Elementen a, b das eine als das friithere, das
andere als das spétere gilt, und wenn diese Festsetzung eine solche ist, dafl sowohl M als auch
jede Teilmenge von M ein erstes Element d. h. ein solches enthélt, welches friither als jedes
andere Element der Menge bzw. Teilmenge ist. — Jede wohlgeordnete Menge ist zugleich eine
geordnete; denn wenn a < b, b < c ist, so kann nicht a = ¢ sein, weil die Falle a < b, b < a
einander ausschlielen; es kann auch nicht ¢ < a sein, weil sonst die aus den Elementen a, b, ¢
bestehende Menge kein erstes Element enthielte; es ist also a < ¢. — Zu den wohlgeordneten
Mengen gehoren auch die geordneten endlichen Mengen; sie sind dadurch charakterisiert, dafl
bei ihnen jede Teilmenge auch ein letztes Element besitzt.

5. Ordnungszahlen. — Die Ordnungstypen wohlgeordneter Mengen werden Ordnungs-
zahlen genannt, die Ordnungszahlen endlicher Mengen durch 1,2, 3, ... bezeichnet. — Sind
M und N wohlgeordnete Mengen, so hat stets einer der drei einander ausschliefenden Fille
statt:

a) M und N sind dhnlich; es gibt dann eine und nur eine dhnliche Beziehung zwischen
M und N;

b) M ist einem bestimmten Abschnitt von N dhnlich;

c) N ist einem bestimmten Abschnitt von M dhnlich.

Im ersten Falle haben M und N gleiche Ordnungszahl, im zweiten wird die Ordnungszahl
von M kleiner, im dritten grofier als die von N genannt. Es ist zweckméfig, auch noch eine
Ordnungszahl 0 einzufiihren, welche als kleinste von allen gilt. ™ ''”

Jedes System von Ordnungszahlen stellt, wenn dieselben nach aufsteigender Gréfle geordnet
werden, eine wohlgeordnete Menge dar, und insbesondere bilden die simtlichen Ordnungszahlen
inkl. 0, welche kleiner als eine Ordnungszahl o sind (o > 0), eine wohlgeordnete Menge, welcher
selbst die Ordnungszahl o zukommt. Hat man daher eine wohlgeordnete Menge von der
Ordnungszahl o, so empfiehlt es sich, ihre Elemente durch ein Zeichen mit Index darzustellen:

ag,a1,G2,...0y, ...,

wobei der Index v alle Ordnungszahlen 0 < v < ¢ durchlauft. Jeder Ordnungszahl v (fur
0 < v < o) entspricht dann ein bestimmter Abschnitt des wohlgeordneten Systems, welcher
gerade die Ordnungszahl v hat. Er wird von allen Elementen gebildet, welche a, vorangehen,
man nennt ihn deshalb auch den durch a, bestimmten Abschnitt. — Zum Zweck einfacher
Darstellung treffen wir folgende Festsetzungen: Ein wohlgeordnetes System von Elementen a,
wird mit
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{ay} oder genauer {a,} (0Zv <o)

bezeichnet, wo o die Ordnungszahl des Systems angibt, oder auch mit einem bloflen Buchstaben,
etwa A. Im letzten Falle ist unter 4, (0 < v < o) allemal der durch a, bestimmte Abschnitt
von A zu verstehen, wihrend A, = A zu setzen ist.

Unter den von 0 verschiedenen Ordnungszahlen sind solche erster und zweiter Art zu
unterscheiden. Eine Ordnungszahl a heifit von der ersten oder zweiten Art, je nachdem eine
wohlgeordnete Menge von der Ordnungszahl « ein letztes Element enthélt oder nicht. Da
das System aller Ordnungszahlen unter « selbst die Ordnungszahl « hat, so gibt es, wenn
« von erster Art ist, eine Ordnungszahl 5, welche o« unmittelbar vorangeht. Wir setzen
B=a—1,a=p+1. Ist a von der zweiten Art, so gibt es keine unmittelbar vorangehende
Ordnungszahl. Diese Ordnungszahlen werden auch Limeszahlen genannt. Der Grund fiir diese
Bezeichnung erhellt aus folgender Uberlegung: Es sei S ein System von Ordnungszahlen von
der Beschaffenheit, dafl keine grofite unter ihnen ist, also jede durch andere Zahlen desselben
Systems iibertroffen wird (z. B. das System aller endlichen oder aller geraden endlichen
Ordnungszahlen). Es bezeichne ferner T' das System aller derjenigen Ordnungszahlen, welche
von irgendeiner Ordnungszahl aus S iibertroffen werden. Dann ist evident, daf .S in T" enthalten
ist, daBl auch T keine grofite Zahl enthélt, dafl, wenn o irgendeine Ordnungszahl aus T ist,
auch jede Ordnungszahl < o zu T gehort. Dem System 7' kommt selbst eine Ordnungszahl 7
zu, die Limeszahl ist. Ist nun o > 0 irgendein Element von 7', so bilden die Ordnungszahlen,
welche < ¢ sind, einen Abschnitt von 7', dessen Ordnungszahl kleiner als die Ordnungszahl
von T ist. D. h. es ist 0 < 7. Andererseits muf} jede Ordnungszahl < 7 zu T gehéren. Denn
ware das System T nur ein Teil des Systems 7" aller Ordnungszahlen < 7, so wiirden die zu T'
gehorigen Zahlen aus T den nicht zu T gehorigen vorangehen, d. h. T wire Abschnitt von
T’, und die Ordnungszahl 7 von T wire kleiner als die von T, wihrend doch T als System
aller Ordnungszahlen < 7 die Ordnungszahl 7 zukommen muf}. Es besteht also T aus allen
und nur den Ordnungszahlen < 7, und der Erklarung von T' zufolge stellt nunmehr 7 die
kleinste Ordnungszahl dar, welche von keiner Ordnungszahl des Systems S iibertroffen wird.
Fine solche Zahl existiert also fiir jedes System von Ordnungszahlen, welches kein Maximum
besitzt, und sie wire nach Analogie des gewohnlichen Sprachgebrauchs als obere Grenze von
S zu bezeichnen. Jede Limeszahl 7 ist u. a. die obere Grenze aller Ordnungszahlen < 7.

6. Die vollstindige Induktion und der Wohlordnungssatz. — Wenn eine gewisse auf
Ordnungszahlen beziigliche Aussage fiir eine Ordnungszahl « gilt, fiir eine andere 8 > « nicht
gilt und T das System derjenigen Ordnungszahlen zwischen o und /3 (einschliefllich o und
B) bezeichnet, fiir welche die Aussage nicht besteht, so hat 7" als wohlgeordnete Menge ein
erstes Element v, und es ist dann ~ die kleinste Ordnungszahl > «, fiir welche die Aussage
nicht gilt. Daher besteht im Gebiete der Ordnungszahlen der Satz von der wvollstindigen
Induktion:" "% Gilt irgendein Satz fiir die Ordnungszahl o und kann man nachweisen, daf
er fir die Ordnungszahl B > a gelten mufl, sobald er fiir alle Ordnungszahlen, die < 8 und
= « sind, richtig ist, so gilt der Satz fir alle Ordnungszahlen = «. Auf dem Satz von der
vollstdndigen Induktion beruht die Bedeutung der Ordnungszahlen fiir die Anwendungen.
Ihre ausgedehnte Anwendungsfihigkeit aber wird durch den Satz von Zermelo®) erschlossen,
demzufolge jede Menge wohlordnungsfihig ist. Der Satz betrifft natiirlich nur die Fzistenz der
Wohlordnung, er gibt keine Methode, dieselbe bei jeder beliebig gegebenen Menge wirklich
auszufiihren.

") E. Zermelo, Math. Ann. Bd. 59 (1904), S. 514.
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§20.

Die nichsten Anwendungen.

Definition 1. Fortschreitende Funktionensysteme. — Es sei £g ein beliebiger Korper.
Ein wohlgeordnetes System S = {f,(x)} ganzer Funktionen aus K soll ein fortschreitendes
(in bezug auf Ko) heilen, wenn fo(x) in Ky nicht vollstindig zerfallt und von den iibrigen
Funktionen f,(z) keine dem durch sie bestimmten Abschnitt von S untergeordnet (§ 18) ist.

1. Ist S ein wohlgeordnetes System ganzer Funktionen aus Rg, die nicht simtlich in Ko
vollstindig zerfallen, so enthdlt S ein fortschreitendes Teilsystem S’, welches zu S dquivalent
1st.

Bilden wir ndmlich ein Teilsystem S” von S in der Weise, dafl wir die erste Funktion fo(z)
dann in S’ aufnehmen, wenn sie in ¢ nicht vollstindig zerfallt, jede andere Funktion dann,
wenn sie dem durch sie bestimmten Abschnitt von S nicht untergeordnet ist, so ist zunédchst
klar, dafl die erste in £ nicht vollstindig zerfallende Funktion aus S zu S’ gehort, ferner
dafl das System S’ fortschreitend und dem System S untergeordnet ist. Es ist also nur noch
zu zeigen, dafl jede Funktion aus S = {f,(z)} dem System S’ untergeordnet ist. Dies ist
zunéchst bei fo(z) der Fall, da fo(z) entweder in £y vollstandig zerfallt oder zu S’ gehort.
Um dasselbe fiir jede andere Funktion f,(x) zu zeigen, wenden wir die vollstdndige Induktion
an. Dann ist als bewiesen zu erachten, dafl der durch f,(z) bestimmte Abschnitt von S dem
System S’ untergeordnet ist. Ist f,(z) diesem Abschnitt untergeordnet, so ist f,(z) auch S’
untergeordnet; ist aber f,(x) dem bezeichneten Abschnitt nicht untergeordnet, so gehort f, ()
zu S', ist also ebenfalls diesem System untergeordnet.

Definition 2. Fortschreitende Systeme von Elementen eines Erweiterungskorpers. — Es
sei Ry ein beliebiger Korper, £ irgendeine Erweiterung von K9, & = {a,} ein wohlgeordnetes
System von Elementen aus £. Das System & soll ein fortschreitendes heiflen, wenn weder ag
dem Korper £y, noch eins der iibrigen Elemente a,, dem Korper angehort, welcher aus Ry
durch Adjunktion des durch a, bestimmten Abschnittes hervorgeht. — Es gilt der Satz:

2. Ist S ={a,} ein wohlgeordnetes System von Elementen eines Erweiterungskirpers
£ von Ko und gehdren nicht alle Elemente aus & zu Ko, so enthdlt S ein fortschreitendes
Teilsystem &', fiir welches 8y(&") = Ro(S) wird. Man kann &' in der Weise bilden, dafi man
das Element ag in & aufnimmt, wenn es nicht zu Ky gehort, jedes andere Element a, dann,
wenn es nicht dem Korper angehdért, der aus R durch Adjunktion des durch a, bestimmten
Abschnittes von & hervorgeht.

Der Beweis ist dem des Satzes 1. ganz analog, kann also tibergangen werden. Da £ selbst
durch Adjunktion eines Systems & erhalten werden kann und dieses wohlordnungsfahig ist,
so folgt noch:

3. Jede Erweiterung eines Korpers kann durch Adjunktion eines fortschreitenden
Systems erhalten werden.

Definition 3. Wohlgeordnete Kérper. — Die Elemente eines Koérpers £y kénnen wir uns in
eine wohlgeordnete Folge {c,} (0 < v < o) gebracht denken. Bei dieser Anordnung kommt
dann dem Korper £ eine bestimmte Ordnungszahl o zu. Wir wollen jedoch noch ausdricklich
die Festsetzung treffen, dafi wenn von einem wohlgeordneten Korper Ry = {c,} die Rede ist,
stets cg = 0, ¢ = € sein soll. Haben zwei wohlgeordnete Korper dieselbe Ordnungszahl, so
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besteht zwischen ihnen eine einzige wohlbestimmte &hnliche Beziehung (§ 19, 5.). Ist dieselbe
zugleich eine isomorphe, so nennen wir die Kérper @éhnlich-isomorph.

4. Ist {R,} (0 £ pu < o) eine wohlgeordnete Folge wohlgeordneter Korper, o Limeszahl
und ist von je zwei Kérpern dieser Folge der frithere allemal einem Abschnitt des spdateren
ahnlich-isomorph, so gibt es wohlgeordnete Kéorper £ von der Beschaffenheit, dafS jeder Korper
R, einem Abschnitt von £ dhnlich-isomorph ist und daf zu jedem Element von £ ein Abschnitt
angegeben werden kann, welcher dieses Element enthdlt und einem Korper 8, dhnlich-isomorph
ist. Alle Kérper £, welche die bezeichneten FEigenschaften haben, sind einander dhnlich-
isomorph.

Beweis. Es habe der Kérper &, der Folge {®,} die Ordnungszahl 7,,, seine Elemente seien
in ihrer wohlgeordneten Folge mit ¢, (0 = v < 7,,) bezeichnet. Aus unseren Voraussetzungen
folgt, da8 die Zahlen 7, mit p wachsen und daf keine gréfite unter ihnen ist. Wir bezeichnen
mit 7 die obere Grenze der Zahlen 7, (§ 19, 5.):

T= }ng(lj Ty
und nehmen ein wohlgeordnetes System £ = {c)} (0 = X < 7), fiir welches wir Addition und
Multiplikation in der folgenden Weise festsetzen: Sind cy, cyo(A < o) irgend zwei Elemente aus
£, so folgt aus ¢ < 7, dafl es unter den Ordnungszahlen 7, der Kérper £, solche gibt, die > o
sind. Unter diesen sei 7,/ die kleinste. Der Kérper 8, = {c} (0 £ v < 7,) enthélt dann
zwei Elemente ¢y, ¢/, sowie ihre Summe und ihr Produkt. Ist

(1) Cx T Cuo = Culas  C/x -~ Curo = Cp/ s

soist a <7y <7, <7y <T7;das System £ enthélt daher zwei Elemente c,, cg. Wir setzen
fest, dafs

(2.) CATCo=Co+C\=Cay, C)\"Cp=2Co-C)=C8

sein soll, wodurch £ ein System mit doppelter Komposition wird.

Ist nun 8, irgendein Korper der Folge {R,}, so folgt aus 7, < 7, dal £ einen Abschnitt
£, von der Ordnungszahl 7, besitzt. In der dhnlichen Beziehung 7, zwischen &, und £,
entsprechen einander die Elemente ¢,y und ¢y (0 = A < 7). Sind nun ¢y und ¢, (A < o)
irgend zwei Elemente von £, und wird ihre Summe und ihr Produkt durch die Gleichungen
(2.) angegeben, so ist ¢ < 7, und daher, wenn wieder 7,/ die kleinste Zahl aus der Folge {7}
ist, welche p tibertrifft,

(3.) Tu! = Tus // = p

Aus den fiir die Kompositionen in £ getroffenen Festsetzungen ergibt sich, dafl die Gleichungen
(2.) die Gleichungen (1.) nach sich ziehen. Aus (3.) folgt, da8 &,/ entweder mit £, identisch
oder einem Abschnitt von &, dhnlich-isomorph ist. In beiden Féllen folgt aus (1.)

(4.) Cux + Cup = Cuay  Cux  Cup = Cpp-

Da die Elemente c,q, ¢,3 wieder dem Korper £, angehoren, so ist o < 7, § < 7, die Elemente
Ca,cp gehoren also wieder dem Abschnitt £, von £ an. Ferner zeigt die Vergleichung von (2.)
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und (4.), daf die ahnliche Beziehung m,, zwischen £, und £, eine isomorphe ist. £, stellt
also einen zu K, dhnlich-isomorphen Koérper dar. Da fiir jedes Element ¢y von £ 7, > A
bestimmbar ist, so kommt jedes Element von £ in einem Kérper £, vor, und da von je zweien
dieser Korper einer den andern enthélt, so ist £ selbst ein Korper. Derselbe entspricht, wie
sich zeigte, den Bedingungen des Satzes 4.

Ist £ = {c\} ebenfalls ein Koérper, welcher diesen Bedingungen entspricht, 7’ seine
Ordnungszahl, S;L der zu K, ahnlich-isomorphe Abschnitt, so ist die Ordnungszahl von
£, gleich 7, also 7, < 7. Ist andererseits \ irgendeine Ordnungszahl < 7/, so enthélt £’
ein Element ¢\; dieses kommt in einem Abschnitt SL vor, es ist also A < 7,. Mithin ist

T = ;1}1% 7, = 7, und es besteht zwischen £ und £ eine &hnliche Beziehung 7, welche jedem
Element ¢y von £ das Element ¢ von £’ zuweist. Bestehen nun fiir irgend zwei Elemente ¢y, ¢,
(A £ o) von £ die Kompositionsgleichungen (2.) und bestimmt man p so gro8, da8i 7, > o
wird, so enthélt der Korper £, die Elemente cy, ¢y, also auch ¢, und cg. Die Korper £, und
SL sind zu R, also auch zueinander &hnlich-isomorph. Durch die dhnliche Beziehung zwischen
£, und £, werden aber den Elementen cy, ¢,, ca, s von £, die Elemente ¢}, ¢;, ¢;,, ¢j3 von £,

zugeordnet. Da diese Beziehung zugleich isomorph ist, so folgt
/ / / / / /
C\ T Cp=1Co, C):Cp=Cpg,

also erweist sich auch die dhnliche Beziehung 7, welche zwischen £ und £’ besteht, als eine
isomorphe, womit Satz 4. vollsténdig bewiesen ist.

Definition 4. Wohlordnung der ganzen Funktionen in einem wohlgeordneten Kérper. — Ist
Ro ={cv} (co =0, c1 = ¢) ein wohlgeordneter Korper und sind g(z) und h(z) zwei voneinander
verschiedene ganze Funktionen aus Rg, so denken wir uns diese in Form unendlicher Reihen

g(l‘) = Cpg T T+ CW:CQ +e
h(x) = cuy + Coy @ + Crpx® + - - -

geschrieben. Dann wird, sobald die natiirliche Zahl n einen gewissen Wert iiberschreitet,
C,u,n:Cl/n:O:C()a pn =Vp =0

sein. Ist k (2 0) die grofite Zahl, fiir welche uy # vy ist, so sagen wir im Falle py < vy, daf
die Funktion g(x) innerhalb Ry der Funktion h(x) vorangeht. Durch diese Festsetzung wird
das System der ganzen Funktionen aus Ky in ein wohlgeordnetes verwandelt. Ist ndmlich S ein
beliebiges System ganzer Funktionen aus £, so werden, weil ¢cg = 0 ist, in S die Funktionen
kleinsten Grades den andern vorangehen. Ist n dieser Grad, S, das Teilsystem von S, welches
die Funktionen n-ten Grades umfafit, S, _1 das System der Funktionen aus S, in denen
der Koeffizient ¢, von z™ einen moglichst kleinen Index v hat, S,,_2 das System derjenigen
Funktionen aus S,,_1, in denen der Koeffizient von "' einen moglichst kleinen Index hat u.
s. f., endlich f(z) diejenige Funktion aus Sy, in welcher das von x freie Glied einen méoglichst
kleinen Index hat, so ist f(x) die erste Funktion aus S. Mit der Existenz einer ersten Funktion
innerhalb jedes Funktionensystems S ist aber die behauptete Wohlordnung bewiesen.
Definition 5. Primitive Wohlordnung. — Es sei 8 = {¢,} ein wohlgeordneter Korper, £
eine einfache algebraische Erweiterung n-ten Grades (n > 1) von £y, j ein primitives Element
von K. Jedes Element von &) wird dann eindeutig in der Form ¢(j) dargestellt, wenn g(z) jede
beliebige ganze Funktion aus Ky, deren Grad < n ist, bezeichnet. Setzen wir fiir irgend zwei
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Elemente ¢(j) und h(j) fest, da8 g(j) als das frithere gilt, falls die Funktion g(x) innerhalb £
der Funktion h(x) vorangeht, so ist nach den letzten Ausfithrungen klar, da§ dadurch £; zu
einem wohlgeordneten Kérper gemacht wird. Aus ¢y = 0 folgt, dafl der wohlgeordnete Kérper
Ko einen Abschnitt des wohlgeordneten Koérpers 81 darstellt; aus ¢; = ¢, daf} j das erste auf
den Abschnitt K folgende Element ist. Wir sagen: R ist in bezug auf Ko primitiv geordnet
und nennen j das Hauptelement der primitiven Wohlordnung. — Es besteht dann der Satz:

5. Ist Ry eine einfache algebraische Erweiterung eines wohlgeordneten Korpers Ko, j
etn primitives Element, so kann 81 auf eine und nur eine Weise so primitiv in bezug auf auf
Ro geordnet werden, dafl 7 Hauptelement wird. Rg ist dann der durch j bestimmte Abschnitt
von Ri.

Definition 6. Reguldre Wohlordnung. — Es sei Ky ein wohlgeordneter Korper, £ eine
beliebige algebraische Erweiterung von Ky. Wir wollen annehmen, dafl auch £ wohlgeordnet
sei, und daf} diese Wohlordnung die im folgenden beschriebenen Eigenschaften besitze: Sowohl
der Korper Ry als auch jeder Kérper, der aus &g durch Adjunktion eines Abschnittes von
£ hervorgeht, soll, sofern er nicht alle Elemente von £ umfaflt, ein Abschnitt von £ sein.
Die so erhaltenen Abschnitte von £ — es sind dies offenbar alle diejenigen K enthaltenden
Abschnitte, welche zugleich Korper sind — mogen Hauptabschnitte heiflen; das auf einen
Hauptabschnitt unmittelbar folgende Element nennen wir (das zugehorige) Hauptelement. Die
Hauptelemente bilden eine (wohlgeordnete) Teilmenge J = {j,} (0 £ v < ) von £. Ky ist der
durch jy bestimmte Hauptabschnitt; wir wollen allgemein mit &, (0 < v < o) den durch j,
bestimmten Hauptabschnitt, mit &, den Kérper £ selbst bezeichnen. — Aus den bisherigen
Voraussetzungen folgt, da8 jeder Kérper R,(j,) (0 £ v < o) ebenfalls einen Hauptabschnitt
darstellt (bzw. gleich R, = £ ist). Wir machen nun die weitere Voraussetzung, daf sich
R,(jy) als in bezug auf K, primitiv geordnet erweist. Dabei wird also j, als Hauptelement der
primitiven Ordnung erscheinen. — Besitzt der wohlgeordnete Korper £ alle diese Eigenschaften,
so nennen wir ihn in bezug auf Ko reguldr geordnet. — Die primitive Wohlordnung stellt
hiernach den einfachsten Fall der regularen dar, charakterisiert durch o = 1.

Aus den vorstehenden Erklarungen ergeben sich einige Tatsachen unmittelbar, die wir
deshalb ohne Beweis verzeichnen, ndmlich:

6. Ist der Korper £ = R, in bezug auf Ry reguldr geordnet und stellt R, (0 < v < o)
einen Hauptabschnitt dar, so ist sowohl R, in bezug auf Ko als auch £ in bezug auf Ry, reguldr
geordnet. Ist hierbei J = {j.} (0 = p < o) das System der Hauptelemente von £ in bezug auf
Ro, I der durch j, bestimmte Abschnitt von J, J" der zugehorige Rest, so stellt J' das System
der Hauptelemente von K, in bezug auf Ko, J” das System der Hauptelemente von £ in bezug

auf R, dar.

7. Ist £ in bezug auf Ko, M in bezug auf £ requldr geordnet, so ist M in bezug auf Ko
requldr geordnet und £ ein Hauptabschnitt von M.

Behalten wir die Bezeichnungen aus Def. 6. bei und verstehen wir unter £’ irgendeinen
Korper zwischen &) und £. Es sei £ von £ verschieden, a das erste nicht zu £ gehorige
Element von £, 2 der durch a bestimmte Abschnitt von £. Dann enthéilt £ den Korper K (21),
welcher zufolge Def. 6. Hauptabschnitt von £ ist. Da aber £y(2) den Abschnitt 2(, nicht aber
das auf diesen folgende Element a enthélt, so mufl @ Hauptelement sein. Soll daher £’ alle
Hauptelemente enthalten, so mufl £ = £ sein, und somit folgt £y(J) = £. Bezeichnen wir
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ferner mit J, (0 < v < o) den durch das Hauptelement j, bestimmten Abschnitt von J und
setzen wir £ = Ry(J,), so ist £ Teil von K,, da &, das System J, enthilt. Da ferner j, in
R, also auch in £ nicht vorkommt und das erste in £’ nicht enthaltene Element a von £
Hauptelement sein muf, so folgt a = j,, £ = &, = Ro(J,). Unter Beriicksichtigung von Def.
2. ergibt sich somit:

8. Ist der Kirper £ in bezug auf Ko requldr geordnet, so bilden die Hauptelemente ein
fortschreitendes System J, es ist £ = Ro(J), und der durch das Hauptelement j, bestimmte
Hauptabschnitt von £ wird aus Ky durch Adjunktion des durch j, bestimmiten Abschnittes von
J erhalten.

Es sei unter Beibehaltung der bisherigen Bezeichnung a irgendein Element von £, K,
(0 = v < o) der erste a enthaltende Hauptabschnitt von £, bzw., wenn kein solcher vorhanden,
der Korper £ = &, selbst. Ist v > 0, so folgt aus &, = Ko(J,), daB es ein endliches Teilsystem
S von J, geben muBl derart, dafl das Element a auch in £)(&) vorkommt. Ist j, das letzte
Element von &, so ist 1 < v. Es kann ferner keine Ordnungszahl g geben, fiir welche p < o < v
wird. Andernfalls wire & Teil von J, und @ ein Element von £y(J,) = £, gegen die iiber |,
gemachte Annahme. Mithin ist v = g + 1, und wir haben den Satz:

9. Ist{R,} (0 = v <o) das System der Hauptabschnitte des in bezug auf Ry reguldr
geordneten Korpers £ = R, und K, der erste Korper aus der Folge {8,} (0 £ v < o), welcher
ein beliebig gegebenes Element a aus £ enthdlt, so kann v nicht Limeszahl sein.

Hieraus ergibt sich leicht:

10. Die requldare Wohlordnung eines Kérpers £ ist durch die Wohlordnung des Grund-
korpers Ry und das wohlgeordnete System J = 3o = {j,} (0 £ v < o) der Hauptelemente
vollstandig bestimmt.

Nehmen wir nédmlich an, wir hitten zwei verschiedene regulire Wohlordnungen von
£. Bezeichnen wir diese mit £ = {c\} und £" = {{}, mit R, 8, (0 £ v < o) ihre
Hauptabschnitte, welche den Abschnitten J, des Systems J entsprechen, und setzen wir
£ = g/, £ = K2, Dann sind die Korper £, &) wenn man von der Reihenfolge der
Elemente absieht, natiirlich identisch, ndmlich gleich £Ky(J,). Driickt man aber durch das
Gleichheitszeichen auch Ubereinstimmung in der Anordnung aus, so ist jedenfalls & # &7
wahrend R, = Ry = K[ ist. Es sei nun ¢} das erste Element aus £', welches innerhalb
£” nicht mehr denselben Index hat, £, der erste Korper der Folge {R,} (0 < v < o),
welcher das Element ¢ enthélt. Dann ist v > 0, und v ist nach 9. keine Limeszahl. Es wird
R, # R hingegen R, ; = R_,. Da aber nach den Vorschriften der regulidren Wohlordnung
R, =8, _1(jy—1) in bezug auf K, |, & = R)_,(ju—1) in bezug auf K, _, = K,_; primitiv
geordnet sein mufl und in beiden Féllen j,_; Hauptelement ist, so folgt aus 5. &), = K, und
wir erhalten einen Widerspruch. Somit ist 10. bewiesen.

11. Ist £ eine algebraische Erweiterung des wohlgeordneten Korpers Ko, § = Jo = {jv}
(0 £ v < o) ein fortschreitendes System von Elementen aus £, Ro(J) = £, so gibt es eine und
nur eine requldre Wohlordnung von £ in bezug auf Ko mit J als Hauptelementensystem.

Daf} es nicht mehr als eine Wohlordnung der bezeichneten Art geben kann, besagt schon
Satz 10. Daf es liberhaupt eine gibt, driickt im Falle ¢ = 1 der Satz 5. aus. Fir ¢ > 1 fithren
wir den Beweis durch Induktion. — Ist ¢ keine Limeszahl, so ordnen wir zunéchst den Korper
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Ro—1 = Ro(Jos—1) in bezug auf K regulir und so, daf J,_1 das System der Hauptelemente
wird; sodann ordnen wir £ = £ (J) = Ro—1(jo—1) in bezug auf K,_; primitiv, mit j,_1 als
Hauptelement. Der so geordnete Korper £ geniigt dann nach 6., 7. den Bedingungen der
Aufgabe. — Ist o Limeszahl, so haben wir zunéchst fiir jedes v < o einen Korper &, = Ko(J.),
der in bezug auf K regulir geordnet ist und das Hauptelementensystem J, hat. Ist p < v < o,
so tritt der Korper Ro(J,) als Hauptabschnitt von &, auf, ist nach 6., 7. in bezug auf K
reguldr geordnet und hat das Hauptelementensystem J,. Nach 10. stimmt der genannte
Abschnitt auch in der Reihenfolge der Elemente mit £, iiberein. Von den Korpern der Folge
{R,} (0 £ v < o) ist also jeder Abschnitt aller spéateren. Hieraus, und weil die Folge {R,}
keinen letzten Korper enthélt, ist sofort zu ersehen, dafl diese Koérper in ihrer Gesamtheit einen
wohlgeordneten Korper £ konstituieren, von dem sie simtlich Abschnitte sind. Da J kein
letztes Element enthélt, so kommt jedes Element von J in einem Abschnitt J,, also in einem
Korper K, mithin in £ vor; £ umfafit daher alle Elemente von £(J) = £, stellt also eine
Wohlordnung des Korpers £ dar. Ist 2 irgendein Abschnitt von £/, a das auf diesen Abschnitt
folgende Element von £, £, ein a enthaltender Korper aus der Folge {8&,}, so ist Ko(2)
Hauptabschnitt von £, also ein Koérper 8, (1 < v). Durch Adjunktion eines Abschnittes von
£’ geht also aus Ry immer wieder ein Abschnitt von £’ hervor, und die so erhaltenen Abschnitte
sind die Korper der Folge {®,} (0 < v < o). Diese bilden also die einzigen Hauptabschnitte
von £, die Elemente aus J, da sie auf diese Abschnitte folgen, die Hauptelemente. Da keins
von ihnen letztes ist, so ist &,(j,) allemal wieder Korper der Folge {R,} (0 < v < o), als
solcher in bezug auf £ regulir, also in bezug auf £, primitiv geordnet. Somit stellt £ eine
reguldre Wohlordnung von £ in bezug auf Ry dar, mit J als Hauptelementensystem.
Aus 11. ergibt sich in Verbindung mit 3.:

12. Jede algebraische Erweiterung eines wohlgeordneten Koérpers kann in bezug auf
diesen reguldr geordnet werden.

§21.

Der Fundamentalsatz der algebraischen Erweiterungen.

Definition 1. Hauptfunktionen und Hauptfaktoren der reguldren Wohlordnung. — Es sei
N = R, eine algebraische Erweiterung des wohlgeordneten Koérpers £g und in bezug auf Kg
regulér geordnet, J = J, = {jv} (0 < v < o) das System der Hauptelemente, &, bzw. J,
der durch j, bestimmte Hauptabschnitt von 9t bzw. Abschnitt von J. Das Element j, ist
Nullstelle einer bestimmten irreduziblen Funktion f,(x) aus £ (mit ¢ als Koeffizient der
hochsten Potenz), ebenso Nullstelle einer bestimmten irreduziblen Funktion ¢, (x) des Kérpers
Ry, welche gleich f,(z) sein kann und fiir v = 0 stets gleich f,(x), in jedem Falle aber ein
Faktor von f,(x) ist. Wir gelangen so zu zwei Funktionensystemen

F,=F={f.(2)}, @o=20={p,(2)} (0=v<o).

Wir nennen die Funktionen f,(z) Hauptfunktionen, die Funktionen ¢, (z) Hauptfaktoren der
reguldren Wohlordnung und bezeichnen den durch f,(x) bzw. ¢, (z) (v = 1) bestimmten
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Abschnitt von F bzw. @ mit F, bzw. @,.”) — Unter Bezugnahme auf diese Bezeichnung ergibt
sich nun leicht:

1. Sind sdimtliche Hauptfunktionen normal (in bezug auf Ky), so ist der reguldr
geordnete Korper Mt = R, selbst normal. Er ist gerade hinreichend groff, um das System F
der Hauptfunktionen vollstindig zu zerfillen; ebenso ist jeder Hauptabschnitt K, normal und
reicht zur Zerfdllung von F,, gerade hin. Das System F' ist fortschreitend.

Da némlich jede der Normalfunktionen f,(z) (0 < o < v) aus F, (0 < v < o) im Koérper
R = Ro(Jv) eine Nullstelle j, besitzt, so muf} sie in &, vollstandig zerfallen, und da der
Korper R, aus Ky nur durch Adjunktion von Nullstellen der Funktionen aus F} hervorgeht,
so reicht er zur Zerfallung von F,, gerade hin, ist also normal. Da ferner im Falle v < o R,
das Element j, nicht mehr enthélt, die Funktion f,(z) in &, also nicht vollstandig zerféllt, so
ist F' ein fortschreitendes System.

Definition 2. Normale Wohlordnung. — Es bezeichne 91 eine normale Erweiterung des
wohlgeordneten Korpers Ko; 91 sei in bezug auf Ky reguldr geordnet, die Hauptfunktionen
seien samtlich normal. Verwenden wir die Buchstaben in derselben Bedeutung wie vorher, so
ist j, (0 < v < o) Nullstelle der irreduziblen Funktion ¢, (z) aus &, und ¢, (z) Faktor der in
Ry irreduziblen Funktion f,(x). Da &, ein wohlgeordneter Korper ist, so kommt auf Grund
von Def. 4., § 20 auch den Funktionen innerhalb £, eine bestimmte Anordnung zu. Dies gilt
also auch von den irreduziblen Faktoren, welche f, (z) innerhalb &, besitzt. Wir wollen nun
annehmen, dafl jede Funktion ¢, (x), sofern sie nicht einziger irreduzibler Faktor von f,(x)
innerhalb £, ist, den tibrigen irreduziblen Faktoren von f,(z) innerhalb &, vorangeht. Ist
diese Voraussetzung erfiillt, so sagen wir: I ist in bezug auf Ko normal geordnet. Die normale
Wohlordnung ist also ein spezieller Fall der reguléren.

Definition 3. Ausgezeichnete Nullstellen der Hauptfunktionen, die zu einer normalen
Wohlordnung gehédren. — Es sei M eine normale und normal geordnete Erweiterung des
wohlgeordneten Korpers £y, und es mogen die bisher gebrauchten Zeichen ihre Bedeutung
beibehalten. Da die Hauptfunktion f,(z) in bezug auf K normal ist, so kann der Korper
R, (jy) erhalten werden, indem man £, irgendeine Nullstelle von f,(x) adjungiert. Alle
diese Nullstellen sind primitive Elemente des Korpers £,(j,) in bezug auf &,, ihr Grad
ist gleich dem Grade des Hauptfaktors ¢, (x), welcher jedenfalls grofier als 1 ist. Im Falle
unvollkommener Korper brauchen die Nullstellen von ¢, (x) nicht alle verschieden zu sein.
Nehmen wir also an, ¢, (z) habe r verschiedene Nullstellen j,; 7., ... j,g“l) und sei vom Grade
n,soist n =2 r 2 1,n > 1. Ist nun i, irgendeine Nullstelle von f,(x) (im Korper 0N), so erhalten
wir sémtliche Elemente des Korpers R, (j,), indem wir in sdmtlichen ganzen Funktionen g(z)
aus Ry, deren Grad kleiner als n ist, x durch i, ersetzen. Unter diesen Funktionen gibt es also
r, welche fir x = 4, in Nullstellen von ¢, (z) iibergehen. Diesen r Funktionen kommt nach
Def. 4., § 20 innerhalb &, eine bestimmte Reihenfolge zu. Ist () die erste unter ihnen und
ist ¢(iy) = ju, so nennen wir i, eine ausgezeichnete Nullstelle von f,(x). (Diese Bezeichnung
gebrauchen wir auch, wenn r = 1 ist, was nur bei unvollkommenen Koérpern vorkommen kann.)
Es gilt der Satz:

) Um MiBverstéindnisse zu vermeiden, weisen wir noch darauf hin, daB den Funktionen f, (z) innerhalb F' eine
bestimmte (durch den Index bezeichnete) Reihenfolge zukommt, die natiirlich nichts mit der Reihenfolge zu
tun hat, welche den Funktionen auf Grund von § 20, Def. 4. in Ko erteilt wurde.
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2. Das Hauptelement j, ist ausgezeichnete Nullstelle von f,(x), und unter den Null-
stellen des Hauptfaktors p,(x) gibt es sonst keine ausgezeichnete.

Da némlich die Nullstellen j,,j., ... j,g“l) von ¢, (z) in K, nicht vorkommen, so sind

die r Funktionen aus K,, welche fiir x = i, in diese Nullstellen iibergehen, alle wenigstens
vom Grade 1. Aus dem Umstande, dafl der wohlgeordnete Kérper &, mit den Elementen 0, e
beginnt, folgt, dafl unter allen Funktionen aus £,, deren Grad = 1 ist, = die erste ist. Wihlen
wir also fiir 4, eine der Nullstellen von ¢, (z), so ist « die erste Funktion aus 8&,, welche fiir
x = i, in eine Nullstelle von ¢, (z) iibergeht. Diese ist aber dann und nur dann gleich j,,
wenn wir i, = j,, wahlen, womit die Behauptung erwiesen ist. — Aus 2. ergibt sich noch:

3. Im Falle p,(x) = fu(z), also jedenfalls fir v =0, ist j, die einzige ausgezeichnete
Nullstelle von f,(z).

Nunmehr beweisen wir:

4. Ist M = Ko(J) normale Erweiterung des wohlgeordneten Kérpers Ko, ist jedes
Element i, des Systems J, = J = {i,} (0 < v < o) Nullstelle einer Normalfunktion f,(x)
aus Ko und ist das Funktionensystem F, = F = {f,(x)} ein fortschreitendes (oder, was hier
dasselbe besagt: ist das System J ein fortschreitendes), so kann der Korper M auf eine und
nur eine Weise in bezug auf Ro derartig normal geordnet werden, daff F' das System der
Hauptfunktionen darstellt und die Elemente i, ausgezeichnete Nullstellen der zugehorigen
Hauptfunktionen f,(z) werden.

Wir zeigen zunéchst, dafl es nicht zwei verschiedene Normalordnungen der bezeichneten
Art geben kann. Nehmen wir an, es ldgen zwei solche Normalordnungen 9% und 9” des
Korpers 91 vor. Wir bezeichnen mit J), = 3 = {j.}, {R,}, &, = &' = {¢},(z)} die Systeme
der Hauptelemente, Hauptabschnitte, Hauptfaktoren von 0, mit 37 = 3" = {jI'}, {R/},
Q" = @" = {p!"(z)} die entsprechenden Systeme fiir N”. Mit J,,, F,,J,, 3%, @, & seien die
durch i,, f,(z) u. s. f. bestimmten Abschnitte von J, F' u. s. f. bezeichnet. Dann stellen
£, & zwei Normalordnungen desselben Kérpers £0(3,) = £0(J!,) = Ro(J!)) dar, welcher zur
Zerfallung des Systems F, gerade ausreicht. Da i ausgezeichnetes Element von fy(z) sein
soll, so ist nach 3. jj = ip = jij. Wenn die Gleichung j;, = j, nicht fiir jeden Index besteht, so
nehmen wir den kleinsten, fiir welchen j/, # j// ist. Dann ist J/, = 37, und da J/, und J7 die
Systeme der Hauptelemente der in bezug auf £ regulir geordneten Korper £, R darstellen,
so ist (auch unter Beriicksichtigung der Anordnung) K, = &) (§ 20, 10.). Hieraus folgt weiter
o (x) = @ll(z), weil ¢, (z) bzw. ¢! (x) den ersten irreduziblen Faktor von f,(x) innerhalb
R, = R darstellt. Ist ferner innerhalb R, = R ¢(x) die erste Funktion, welche fiir z = i,
Nullstelle von ¢/, (z) = ¢ (x) wird, so erhalten wir, weil 7, ausgezeichnete Nullstelle von f,(x)
sein soll, j/, = v (i,) = j//, im Widerspruch mit der Annahme j/, # j//. Mithin ist J' = J”, und
daraus folgt nach § 20, 10. 9 = N".

Wir haben jetzt zu zeigen, dafl eine Normalordnung der verlangten Art existiert. — Fir
o = 1 erhalten wir dieselbe, indem wir 91 in bezug auf Ky primitiv mit ig als Hauptelement
ordnen. Fir ¢ > 1 ist der Beweis durch Induktion zu fithren. Ist ¢ keine Limeszahl, so
bezeichne &,_; diejenige Normalordnung des Koérpers £o(Jy_1), fiir welche F,_; das System
der Hauptfunktionen darstellt und jedes Element i, (v < o — 1) ausgezeichnete Nullstelle von
fu(z) wird. Ist dann innerhalb des wohlgeordneten Korpers R,_1 ¢,—1(x) der erste irreduzible
Faktor von f,_1(z), ¥(z) die erste Funktion, welche fir = i,_1 zu einer Nullstelle von
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Yo—1(x) wird, so setzen wir ¥(iy;—1) = j,—1 und ordnen N primitiv in bezug auf K,_1 mit
jo—1 als Hauptelement. Dann hat man, wie sofort ersichtlich, die verlangte Normalordnung.
— Ist o Limeszahl, so stelle fiir jedes v < o £, diejenige Normalordnung des Koérpers £o(3J,)
dar, fiir welche F, das System der Hauptfunktionen ist, wahrend jedes Element i, (1 < v)
ausgezeichnete Nullstelle von f,(z) wird. Dann zeigt eine einfache Uberlegung, daf8 jeder
Korper der Folge {R,} (0 £ v < o) Abschnitt aller spéteren ist, und dafl die Gesamtheit der in
diesen Korpern auftretenden Elemente eine Wohlordnung von I liefert, die allen Bedingungen
der Aufgabe entspricht.

5. Sind Ry und Koy dhnlich-isomorphe Korper, ist 1 = R, eine normale und normal
geordnete Erweiterung von Ro, M = R, eine ebensolche von Ro, sind F = {f,(z)}, F = {f,(z)}
(0 = v < o) die zugehorigen Systeme der Hauptfunktionen und werden durch die zwischen Ko
und Ry bestehende ihnlich-isomorphe Beziehung mo die Funktionen f,(z) und f,(x) einander
zugeordnet, so sind N und N dhnlich-isomorph.

Beweis durch Induktion: Ist o = 1, n der Grad von fo(z) und f,(z) und sind jo, j, die
Hauptelemente, so erhilt man alle Elemente von 9t bzw. 0, indem man in allen Funktionen
g(z), g(z) aus Ky bzw. Ky, deren Grad kleiner als n ist,  durch jy bzw. j, ersetzt. Den
Funktionen g(x) kommt in £y, den Funktionen g(z) in £ eine bestimmte Reihenfolge zu, und
aus dem Umstande, daf mg eine dhnliche Beziehung zwischen £ und fq darstellt, ergibt sich
sofort, da auch die durch g vermittelte Beziehung zwischen den Funktionen aus £ und R
eine dhnliche ist. Weiter folgt aus § 20, Def. 5., dafl wir eine dhnliche w9 umfassende Beziehung
7 zwischen M = Ky(jo) und N = Ko(j,) erhalten, wenn wir jedem Element g(jo) aus I das
Element g(j,) aus M entsprechen lassen, wobei g(z) die der Funktion g(x) aus £ in der
Beziehung g entsprechende Funktion aus £y bezeichnet. Da ferner 7 einen Isomorphismus
darstellt, so folgt, wie bei § 8, 1., dafl auch die Beziehung 7 zugleich isomorph ist. — Ist o > 1
und bezeichnen wir mit £,, &, (v < o) die Hauptabschnitte von 91 bzw. 9, so stellen &, und
R, normale und normal geordnete Erweiterungen von £ und £ dar, deren Hauptfunktionen
durch 7y ineinander iibergefiihrt werden, und wir diirfen als erwiesen ansehen, dafl K, und
K, ahnlich-isomorph sind, d. h. daf die einzige zwischen £, und K, bestehende &hnliche
Beziehung 7, zugleich isomorph ist. Ist 4 < v < o, so sind &, und &, dhnliche Abschnitte
von £, bzw. &,, werden also durch 7, ebenso wie durch m,, dhnlich aufeinander abgebildet.
Die Bezichung 7, bildet also einen Teil von ,. Daraus folgt, wenn o Limeszahl, also jedes
Element von 0N bzw. N in einem Koérper &, bzw. &, vorkommt, dafl durch die Beziehungen
7, eine ein-eindeutige Abbildung 7, von 91 auf M hergestellt wird. Eine einfache Uberlegung
zeigt, dafl die Abbildung 7, eine dhnliche ist, weil dies bei den Abbildungen 7, der Fall ist;
ebenso, dafl 7, ein Isomorphismus ist, weil die Beziehungen 7, Isomorphismen darstellen. —
Ist o keine Limeszahl, so hat man zunéchst zwischen f,_; und £,_; die dhnlich-isomorphe
Beziehung 7,_1, welche 7o umfaBt, also die Hauptfunktionen f, 1(x) und f,_;(z) einander
zuordnet. Es wird ferner durch 7,_; der Hauptfaktor ¢,_1(z) als erster Faktor von f,_1(z)
innerhalb £, 1 in den ersten Faktor von f,_;(x) innerhalb &, 1, d. i. %,_;(z) verwandelt.
Die Kérper DM und 91 erweisen sich als normale und normal geordnete Erweiterungen von £, _1
und £,_1 mit nur je einer Hauptfunktion ¢,_1(x) bzw. %, _;(v). Da &, 1 und &, 1 durch
Ty—1 ahnlich-isomorph aufeinander abgebildet werden und 7,_1 zugleich die Hauptfunktionen
ineinander tiberfithrt, so folgt das Bestehen der dhnlich-isomorphen Beziehung zwischen 91
und N wie im Falle o = 1.

82



Steinitz, Algebraische Theorie der Korper §21

Lassen wir in Satz 5. £ und £ zu einem und demselben wohlgeordneten Koérper zusam-
menfallen, so ergibt sich:

6. Sind N und N normale und normal geordnete Erweiterungen des wohlgeordneten
Korpers Ry und gehort zu beiden dasselbe System {f,(z)} von Hauptfunktionen, so sind N
und N dhnlich-isomorph.

7. Ist R ein wohlgeordneter Korper, FF = F, = {f,(z)} (0 £ v < o) ein fort-
schreitendes System von Normalfunktionen aus Ko, so gibt es normale und normal geordnete
Erweiterungen von Ry mit dem Hauptfunktionensystem F.

Beweis durch Induktion: Im Falle ¢ = 1 kénnen wir nach § 8, 1. eine Erweiterung 91
bestimmen, welche zur Zerfallung von fo(z) gerade hinreicht. 91 ist normal, und da auch fo(x)
normal ist, so wird 91 = Ky (jo), wenn jy irgendeine Nullstelle von fy(z) in 91 ist. Ordnen wir
N in bezug auf Ky primitiv und so, dafl jo Hauptelement wird, so ist sofort zu sehen, dafl
den Bedingungen des Satzes entspricht. — Ist ¢ > 1 und keine Limeszahl, so bezeichne f;_1
eine normale und normal geordnete Erweiterung von £ mit dem Hauptfunktionensystem
Fo_1={f,(z)} (0=v <o —1). Von den irreduziblen Faktoren, welche die Normalfunktion
fo—1(x) im wohlgeordneten Korper R,_1 besitzt, sei ¢,_1(z) die erste. IThr Grad muf, da
Ro—1 zur Zerfillung von F,_; gerade hinreicht (Satz 1.) und das Normalfunktionensystem F
fortschreitet, grofler als 1 sein. Erweitert man f,_1 durch Adjunktion einer Nullstelle j,_1
von ¢,—1(x) zu einem Korper 91 und ordnet man diesen primitiv in bezug auf K,_1 mit
jo—1 als Hauptelement, so entspricht 91 offenbar den Bedingungen des Satzes 7. — Ist o
Limeszahl, so bezeichne K], (0 < v < ) eine normale und normal geordnete Erweiterung
von Ry mit dem Hauptfunktionensystem F, = {fa(z)} (0 £ A < v). Ist p < v, so besitzt
£, einen Hauptabschnitt, der in bezug auf £ normal und normal geordnet ist und das
Hauptfunktionensystem F), hat. Nach 6. muf dieser Abschnitt zu ﬁ; dhnlich-isomorph sein.
Somit ergibt sich: Von den Kérpern der Folge R, {8} (0 < v < o) ist jeder einem Abschnitt
jedes spéteren dhnlich-isomorph. Mithin gibt es (§ 20, 4.) einen wohlgeordneten Kérper N
von der Beschaffenheit, dafi £ einem Abschnitt £ und jeder Kérper &, (0 < v < o) einem
Abschnitt &, von 91 dhnlich-isomorph ist, und dafl jedes Element aus 9 in Abschnitten £,
vorkommt. Aus dem Umstande, dafl zwischen £y und £y eine dhnlich-isomorphe Beziehung
besteht, folgt, da man einen zu N dhnlich-isomorphen Koérper N erhilt, der zugleich Er-
weiterungskorper von fg ist, wenn man den Abschnitt £ von M durch das wohlgeordnete
System £ ersetzt und verfiigt, da8 jede Kompositionsgleichung (a +b=rc, a-b=d) aus N
zu einer Kompositionsgleichung aus 91 werden soll, falls fiir die in ihr eventuell auftretenden
Elemente von Ry die entsprechenden von £ substituiert werden. Durch diese Substitution
geht jeder Abschnitt £, von 9 in einen zu ihm, also auch zu £/, dhnlich-isomorphen Abschnitt
R, von N iber, und jedes Element von 91 kommt in solchen Abschnitten K, vor. Durch die
ahnlich-isomorphe Beziehung 7, zwischen £, und &, werden alle Ordnungsbeziehungen und
Gleichungen des einen Korpers in richtige Ordnungsbeziehungen und Gleichungen des andern
iibergefithrt. Da ferner durch 7, die Elemente von Ky, also auch die Funktionen des Systems
F nicht alteriert werden, so stellt &, wie K, eine normale und normal geordnete Erweiterung
von Ry mit F, als Hauptfunktionensystem dar. Aus dem Umstande, dafl der Korper 91 sich
aus den Elementen der Korperfolge {8, } zusammensetzt, und daf jeder Korper dieser Folge
Abschnitt aller spateren und Abschnitt von 91 ist, ist aber sofort zu ersehen, dafl auch 9% selbst
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in bezug auf Ky normal geordnet ist, und dafl F' das zugehorige System von Hauptfunktionen
darstellt.
Aus dem bisherigen ergibt sich nun leicht der fundamentale Satz:

8. Ist Ry ein beliebiger Korper, S ein beliebiges System ganzer Funktionen in Ko, so
gibt es eine und im wesentlichen nur eine Erweiterung von Ko, welche gerade hinreichend
grof$ ist, um alle Funktionen des Systems S in Linearfaktoren zu zerfillen.

Beweis: Bei der hier behandelten Frage kann das System S durch irgendein dquivalentes
System ersetzt werden (§ 18, 3.), und es darf daher angenommen werden, dafl S nur Normal-
funktionen enthélt (§ 18, 6.). Ferner konnen wir uns das System S wohlgeordnet denken und,
falls es nicht fortschreitend ist, durch ein dquivalentes fortschreitendes Teilsystem ersetzen
(§ 20, 1.). Demnach diirfen wir von vornherein annehmen, dafl ein fortschreitendes System von
Normalfunktionen F' = {f,(x)} vorliegt. Ferner ist es gestattet, den Kérper £y wohlgeordnet
vorauszusetzen. Dann aber gibt es nach 7. eine normale und normal geordnete Erweiterung 91
von Ry mit F' als Hauptfunktionensystem, und diese ist nach 1. zur vollstdndigen Zerfillung
von F gerade hinreichend. — Nehmen wir nun an, dafl noch eine zweite Erweiterung ¢ von
Ro vorliegt, welche zur vollstandigen Zerfallung von F' gerade hinreicht. Dann haben wir die
Aquivalenz der Erweiterungen 9t und 9 nachzuweisen. Zu diesem Zwecke machen wir vom
Auswahlprinzip Gebrauch. Wir denken uns nédmlich aus den Nullstellen, welche die Funktionen
fo(x) in N besitzen, je eine herausgegriffen, so daB wir ein System J = {i,} haben, wo i,
Nullstelle von f,,(x) ist. Da es sich um Normalfunktionen handelt, wird 91 = £0(J). Nach 4.
kann 91 in bezug auf K normal so geordnet werden, dal F das System der Hauptfunktionen
wird (und daf die Elemente i, ausgezeichnete Nullstellen der Hauptfunktionen werden. Dies
letztere ist jetzt von keiner Bedeutung mehr, aber ohne diesen Teil konnte der Satz 4. nicht
bewiesen werden). Somit sind 91 und 91 normale und normal geordnete Erweiterungen von
Ko mit demselben System von Hauptfunktionen, und es besteht zwischen ihnen eine dhnlich-
isomorphe Beziehung 7 (Satz 6.). Da durch diese jedes Element des gemeinsamen Abschnitts
R sich selbst zugeordnet wird, so sind die Erweiterungen 9t und N dquivalent.

Aus 8. folgt weiter durch Spezialisierung:

9. Jeder Korper lgf$t sich, und zwar im wesentlichen nur auf eine Art, algebraisch
zu einem algebraisch abgeschlossenen Korper erweitern. — Jedem beliebigen Kérpertypus
entspricht auf diese Weise ein bestimmier abgeschlossener.

Verstehen wir ndmlich unter S das System aller ganzen Funktionen aus Ry, so ist ein
Erweiterungskorper von £y dann und nur dann algebraisch abgeschlossen und in bezug auf
Ro algebraisch, wenn er zur Zerfallung von S gerade hinreicht. Hieraus folgt nach 8. der erste
Teil von 9. — Es sei nun irgendein Korpertypus gegeben, es seien K und K{, zwei Korper
dieses Typus und £ und £’ algebraische und algebraisch abgeschlossene Erweiterungen von £
und Kf. Dann ist zu zeigen, daf§ £ und £’ von gleichem Typus sind. Zu diesem Zweck fithren
wir ein System & von neuen Elementen ein, die wir den nicht zu &{, gehorigen Elementen
von £ eindeutig zuordnen. Diese Zuordnung gibt zusammen mit einem Isomorphismus
zwischen £ und £, eine Abbildung 7; zwischen £ und £ = & + &. Verfiigen wir, dafi durch
1 jede Kompositionsgleichung o' + 9 = ¢/, a’ - = d' aus £/, auch wenn die Elemente a’, V/
nicht beide zu &), gehéren, in eine Kompositionsgleichung aus £ iibergehen soll, so wird £
ein zu £ isomorpher, mithin algebraisch abgeschlossener Korper und stellt eine algebraische
Erweiterung von £ dar. £ und £ sind daher nach dem ersten bereits bewiesenen Teil von 9.
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dquivalente Erweiterungen von g, und wir haben eine isomorphe Beziehung 77; zwischen £ und
£, welche die Elemente von £y ungeéndert 148t. Aus 7; und 71 resultiert die nachzuweisende
isomorphe Beziehung zwischen £ und £'. Dieselbe stellt sich als eine Erweiterung des zwischen
£ und R{ bestehenden Isomorphismus 7 dar.

§22.

Transzendente Erweiterungen. Algebraische Abhingigkeit zwischen Elementen
eines Erweiterungskorpers.

Jede nicht algebraische Erweiterung eines Korpers nennen wir transzendent. — Den fol-
genden Untersuchungen, welche uns zu einer iibersichtlichen Einteilung aller Korper fithren
sollen, legen wir einen Kérper £ zugrunde und beziehen auf diesen Ausdriicke wie ,, Erweite-
rungskorper®, |transzendent* u. s. f., sofern nichts anderes bemerkt ist. Ist & ein System von
Elementen eines Erweiterungskorpers £, a ein Element aus £, so nennen wir a algebraisch
abhdngig von & (in bezug auf K), wenn a in bezug auf den Korper R(S) algebraisch ist; ein
Elementensystem &’ nennen wir algebraisch abhéingig von &, wenn jedes Element aus &’ von
G algebraisch abhéngt.

1. Hdngt das Element a vom System & algebraisch ab, so gibt es ein endliches
Teilsystem &' von &, von welchem a algebraisch abhdngt.

Denn aus unserer Voraussetzung folgt, daf§ a Nullstelle einer ganzen Funktion ¢(z) des
Korpers R(6) ist. Da ¢(z) nur endlich viele Koeffizienten hat, so gibt es ein endliches
Teilsystem &' von & derart, daf diese Koeffizienten schon in £(&’) vorkommen. "' Dann
hiangt aber a von &' algebraisch ab.

2. Hdngt &3 von Go, ©9 von &1 algebraisch ab, so ist &3 algebraisch abhdngig von
S, B 120

Setzen wir ndmlich 8(S1) = R, R(G2) = R, so folgt aus unserer Voraussetzung, dafl
£1(62) in bezug auf K1, K2(S3) in bezug auf K algebraisch ist (§ 7, 7.). Da £ Teilkorper
von R1(63) ist, so sind die Elemente von K(63) in bezug auf £;(62), also auch in bezug
auf 8; = R(G;) algebraisch (§ 7, 9.). Mithin sind die Elemente von &3 in bezug auf K(S;)
algebraisch, w. z. b. w.

Nennen wir daher zwei Systeme &1, &2 algebraisch aquivalent (in bezug auf K) oder kurz
dquivalent, wenn jedes vom andern algebraisch abhéngt, so sind zwei Systeme, die einem
dritten dquivalent sind, auch untereinander dquivalent u. s. f.

Wir nennen ein System & von Elementen eines Erweiterungskérpers algebraisch reduzibel
(in bezug auf K) oder kurz reduzibel, wenn es einem echten Teil von sich selbst dquivalent ist
oder aus einem einzigen, in bezug auf K algebraischen Element besteht; andernfalls nennen wir
& (algebraisch) irreduzibel't. Aus dieser Erklirung ist sofort zu sehen, daf in einem reduziblen
System, welches mehr als ein Element enthélt, wenigstens ein Element vorkommt, das von
dem System der iibrigen Elemente algebraisch abhéangt. Hieraus ergibt sich in Verbindung mit
1. unmittelbar:

3. Jedes Teilsystem eines irreduziblen Systems ist irreduzibel. 7!

4. Jedes reduzible System enthdlt ein endliches reduzibles Teilsystem.”'??

1 Tn heutiger Sprache: algebraisch unabhingig. — Hrsg.
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Rein transzendente Erweiterungen. — Fine Erweiterung eines Kérpers nennen wir rein
transzendent, wenn sie durch Adjunktion eines irreduziblen Systems & erhalten werden kann.
Besteht & nur aus endlich vielen Elementen z1, s, ... z,, so haben wir es mit einer solchen
Erweiterung zu tun, wie wir sie am Schlu8 von § 5 betrachtet haben: Der Korper £(6)
besteht aus den rationalen Funktionen der Transzendenten oder Unbestimmten z1, xo,... 2z,
mit Koeffizienten aus K. Ist das System & unendlich, so besteht £(&) aus den Elementen
aller Korper £(6&"), worin &’ jedes endliche Teilsystem von & bezeichnet. Die allgemeinste
rein transzendente Erweiterung wird daher erhalten, indem man ein beliebiges System & von
unendlich vielen ,,Unbestimmten® einfithrt. Jedes endliche Teilsystem &’ von & liefert dann
eine Erweiterung R(&’) der frither betrachteten Art, und die Gesamtheit aller Korper K(&')
konstituiert einen Korper (§ 2, 2.), der aus & durch Adjunktion des irreduziblen Systems
S hervorgeht. — Hat man zwei Erweiterungen K(&;), K(62), sind &; und &g irreduzible
Systeme, und ist die endliche oder unendlich grofie Anzahl ihrer Elemente (Kardinalzahl,
Michtigkeit) gleich, d. h. kann man zwischen ihren Elementen eine ein-eindeutige Beziehung
¢ herstellen, so gibt es einen bestimmten Isomorphismus 7 zwischen £(&1) und £(S2), durch
welchen jedes Element von K sich selbst zugeordnet wird und die Elemente von &1 und &,
aufeinander in derselben Weise wie durch ¢ bezogen werden. Dies wurde fiir den Fall endlicher
Systeme in § 5 gezeigt, folgt aber daraus auf Grund einer einfachen Uberlegung sofort fiir
unendliche Systeme. Also:

5. Zwei rein transzendente Erweiterungen K(S1), K(S2) eines Korpers R, bei denen
die irreduziblen Systeme &1, Sy gleich viele Elemente enthalten, sind dquivalent.” >’

6. Wird ein irreduzibles System & durch Hinzufiigung eines Elementes a reduzibel, so
ist a von & algebraisch abhdngig.

Das reduzible System & + a enthélt ndmlich ein endliches reduzibles System T. ¢ mufl in T
vorkommen, weil sonst T Teil von &, also irreduzibel wire. Es sei T = T’ + a, und es bestehe
%’ aus den Elementen z1, 7o, ... x,. Da ¥’ irreduzibel ist, so ist jeder Korper der Folge

&, R = A(z1), K2 = Ri(12), ... &= Ru1(zy) = KT

in bezug auf den vorangehenden transzendent. Ware auch £, (a) in bezug auf K, transzendent,
so wire (§ 5, 9.) jedes Element aus T von dem System der iibrigen Elemente algebraisch
unabhingig, ¥ wére irreduzibel. Da dies nicht der Fall ist, so ist a in bezug auf &, = £(%')
algebraisch, also von ¥’ und somit auch von & algebraisch abhingig.

7. Ist S ein (in bezug auf R) irreduzibles System, das Element a in bezug auf 8 tran-
szendent, aber von & algebraisch abhdngig, so enthdlt & ein bestimmtes endliches Teilsystem
T von folgender Beschaffenheit: a ist von ¥ algebraisch abhdngig; jedes Teilsystem von &, von
welchem a algebraisch abhdngt, enthdlt das System T; wird irgendein Element aus T durch a
ersetzt, so geht © in ein dquivalentes irreduzibles System tber; keinem der tibrigen Elemente
von & kommt diese Figenschaft zu.

Beweis: “ '** Es bezeichne &' irgendein Teilsystem von &, von welchem a algebraisch
abhingt (das System & selbst nicht ausgeschlossen). Dann besitzt &’ endliche Teilsysteme,
von denen a algebraisch abhingt. " '*” Es sei T ein solches mit méglichst wenig Elementen. Die
Elemente von T seien aq, g, . . .y, und es werde mit T; (i = 1,...m) das System bezeichnet,
welches nach Fortlassung von «; aus T zuriickbleibt (im Falle m = 1 das leere System). Da a
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vom System ¥ algebraisch abhéngig, von jedem der Systeme ¥; algebraisch unabhéngig ist, so
ist das System T + a reduzibel, wihrend die Systeme T; + a irreduzibel sind (Satz 6.). Dies
gilt auch im Falle m = 1, weil a in bezug auf K transzendent ist. Da das irreduzible System
%; + a durch Hinzufiigung von «; in das reduzible ¥ + a Gbergeht, so hingt a; von ¥; + a
algebraisch ab, und die Systeme ¥; + a und ¥ 4 a sind dquivalent. Ebenso sind ¥ und ¥ + a
dquivalent. Somit sehen wir: Die m + 1 Systeme %; + a, T sind T + a, also auch einander
aquivalent.

Wir wollen nun zeigen, daf} jedes Teilsystem &” von &, von dem a algebraisch abhingt, das
System ¥ enthalten mufl. Zu diesem Zweck bezeichnen wir mit 4{ ein endliches aus méoglichst
wenig Elementen bestehendes Teilsystem von &”, von welchem a algebraisch abhingt, und
weisen die Identitdt von 4 und ¥ nach. Es bestehe il aus den Elementen 5y, ... 3,, und es
bezeichne 4; (i = 1,...n) das nach Fortlassung von §; aus i zuriickbleibende System. Dann
sind die Systeme 4l; + a und 4l irreduzibel und einander sowie dem reduziblen System i+ a
dquivalent. — Wegen ihrer Eigenschaft als kleinste Systeme, von denen a algebraisch abhéngt,
kann keins der Systeme T, 4l ein echter Teil des andern sein. Wéren sie also verschieden, so
diirften wir annehmen, dafl a; nicht in 4, 51 nicht in ¥ vorkommt. Es sei nun U dasjenige
Teilsystem von &, welches alle Elemente von T und alle von i, aber sonst kein Element
enthélt. Da T1 + a mit dem in ¥ enthaltenen System ¥ dquivalent ist, so erhélt man aus U
ein zu U dquivalentes System ', wenn man «q durch a ersetzt. U’ enthilt das System U + a,
und da dieses 4 dquivalent ist, so erhilt man ein U’ dquivalentes System 2", wenn man aus
U’ das Element a fortlat. Hiernach wiirde U einem echten Teil 20" von sich dquivalent, also
reduzibel sein. Das ist aber nicht moglich, weil U Teil des irreduziblen Systems & ist.

Es muf also in der Tat ¥ in jedem Teilsystem von & enthalten sein, von welchem a
algebraisch abhdingt. Bezeichnet daher &; (i = 1,...m) das System, welches nach Fortlassung
von «a; aus G zuriickbleibt, so ist @ von dem irreduziblen System &; algebraisch unabhéngig,
das System &; + a also ebenfalls irreduzibel. &; 4+ a geht aber aus & hervor, indem man o
durch a oder, was auf dasselbe hinauskommt, ¥ = ¥; + a; durch das dquivalente System T; +a
ersetzt. Es sind daher & und &; + a dquivalente Systeme. Also: Man erhdlt ein irreduzibles und
G dquivalentes System, wenn man eins der Elemente von ¥ durch a ersetzt. — Ist hingegen
~ ein nicht in T vorkommendes Element von &, nach dessen Fortlassung &’ zuriickbleibt,
so enthilt &’ das System T, a hiangt also von & algebraisch ab, und das System &' + a,
welches aus & hervorgeht, wenn v durch a ersetzt wird, ist also reduzibel. Es ist dem System
&’ dquivalent, und da dieses als echter Teil des irreduziblen Systems & nicht & dquivalent
sein kann, so ist auch &’ + a nicht & dquivalent. Damit ist der Beweis von 7. in allen Teilen
erbracht.

8. FEs seien U und U endliche irreduzible Systeme von m bzw. n Elementen; es sei
n < m und S0 algebraisch abhdngig von Y. Dann sind im Falle m = n die Systeme 4 und 0
dquivalent, im Falle n < m aber ist 3 einem irreduziblen System dquivalent, welches aus U
und m —n Elementen aus L besteht.

Es seien namlich u1, ... u,, die Elemente von U, vy, ... v, die von . Da v; in bezug auf &
transzendent ist und von Ll algebraisch abhéngt, so gibt es nach 7. in 4 wenigstens ein Element,
nach dessen Ersatz durch vy aus U ein zu 4 dquivalentes, irreduzibles System hervorgeht.
Damit ist die Behauptung fiir den Fall n = 1 erwiesen. Fiir n > 1 ist der Beweis durch die
vollstéandige Induktion zu fithren. Da das System 2, welches aus den Elementen vy, ...v,_1
besteht, irreduzibel ist und von 4 algebraisch abhéngt, so ist als bewiesen zu erachten, dafl
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il einem irreduziblen System ' dquivalent ist, welches aus U’ und m — n + 1 Elementen
aus U besteht. v, hingt von Y, nicht aber von U’ algebraisch ab. Ist daher ¥ das kleinste
Teilsystem von ', von welchem v,, algebraisch abhéngt, so enthélt ¥ wenigstens eines der
m — n + 1 Elemente aus . Ersetzen wir ein solches durch v,,, so wird aus { ein irreduzibles,
il dquivalentes System, welches aus 2 und m — n Elementen von 4 besteht. Im Falle m =n
sind also 4 und U dquivalent.

Wir ersehen daraus auch, daf3 ein irreduzibles, von il algebraisch abhéngiges System U
nicht mehr als m Elemente enthalten kann. Andernfalls wiirde ein echter aus m Elementen
bestehender Teil U’ von U nach dem eben Bewiesenen mit { dquivalent sein. Es wére U von
U’ algebraisch abhangig, also reduzibel. Also:

9. FEin irreduzibles System U, welches von einem endlichen System Sl algebraisch
abhdngt, kann nicht mehr Elemente enthalten als dieses; im Fulle gleicher Elementenzahl sind
beide Systeme dquivalent.

§23.
Der Transzendenzgrad und die Einteilung der Korper in Klassen.

In den folgenden Betrachtungen, in denen wir uns wie bisher auf einen Grundkérper 8
beziehen, kommt wieder der Wohlordnungssatz zur Anwendung.

1. Jedes System &, dessen Elemente nicht sdmtlich in bezug auf K algebraisch sind,
ist einem irreduziblen Teilsystem dquivalent.

Beweis: Enthilt & algebraische Elemente, so bleibt nach Fortlassung derselben ein &
dquivalentes System zuriick, mit welchem wir weiter operieren konnen. Wir diirfen daher
von vornherein annehmen, dafl jedes Element von & in bezug auf K transzendent ist. Ist
nun zunichst & endlich, ¥ ein & dquivalentes Teilsystem von moglichst wenig Elementen,
so ist ¥ offenbar auch irreduzibel. — Ist das System & unendlich, so denken wir es uns
wohlgeordnet — & = {a,} — und bezeichnen mit &, den durch a, bestimmten Abschnitt.
Lassen wir aus & jedes Element a, (v > 0) fort, welches von dem zugehorigen Abschnitt &,
algebraisch abhangt, so bleibt ein System &’ zuriick, welches irreduzibel und mit & dquivalent
ist. Zunéchst namlich ist ag, weil zu & gehorig, von & algebraisch abhingig. Wird ferner
als schon bewiesen angenommen, dafl die Elemente des Abschnitts &, von & algebraisch
abhéngen, so gilt dasselbe fiir a,, weil a,, entweder von &, algebraisch abhédngt oder zu
&’ gehort. Daraus ergibt sich die Aquivalenz von & und &’. Wire &' reduzibel und ¥ ein
endliches reduzibles Teilsystem von &’ mit moglichst wenig Elementen, a, das letzte Element
von ¥, so ware a,, weil in bezug auf K transzendent, nicht einziges Element von ¥, und das
System %', welches nach Fortlassung von a, aus ¥ zuriickbleibt und Teil von &, ist, wire
irreduzibel. Mithin wére (§ 22, 6.) a,, von ¥', also auch von &, algebraisch abhéingig. Dann
aber gehorte a, nicht zu &', und wir erhielten einen Widerspruch. Es ist also &' irreduzibel
und damit Satz 1. bewiesen.

Es bezeichne nun £ = R(&) eine beliebige transzendente Erweiterung von K. Dann ist &
einem irreduziblen System &’ dquivalent, und es sind also die Elemente von & in bezug auf
R(©’) algebraisch. Daher stellt (&) eine algebraische Erweiterung von K(&'), £(&’) eine
rein transzendente von K dar, und wir erhalten den Satz:

2. Jede transzendente Erweiterung eines Korpers kann in eine rein transzendente und
eine darauffolgende algebraische zerlegt werden.
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Natiirlich kann eine solche Zerlegung auf unendlich viele Weisen geschehen. Nehmen wir an,
es seien 61 und G, zwei irreduzible Systeme aus £, von denen alle Elemente aus £ algebraisch
abhéngen; dann sind &; und &3 dquivalent. Fiir den Fall, daf} eins dieser Systeme endlich
ist, wurde oben gezeigt, dafl auch das andere endlich ist und ebensoviele Elemente enthélt
(§ 22, 9.). Wir werden zeigen, dal auch im Falle unendlicher Systeme die Kardinalzahlen
{ibereinstimmen, also (§ 22, 5.) £(&1) und &(S2) dquivalente Erweiterungen von £ sind. " 120
Zu diesem Zweck fithren wir zunéchst einige Bezeichnungen ein.

Ist {cu} (0 < p < 7) eine wohlgeordnete Folge von Elementen eines Erweiterungskorpers,
7 Limeszahl und sind von einem bestimmten p an alle Elemente ¢, einander gleich, etwa
gleich a, so sagen wir: die Folge hat einen Grenzwert, dieser ist gleich a; in Zeichen

li = a.

lime, =a
— Es liege eine wohlgeordnete Doppelfolge vor: {c,,} (0 = pu <7, 0 £ v < o), die wir uns
nach Zeilen und Kolonnen geordnet denken, und es seien die Zeilen mit 20, bezeichnet, so
daBl 20, = {c,} (0 = v < o) ist. Ist 7 Limeszahl und hat jede Kolonne einen Grenzwert

Lig}_cw,:c:, 0=v<o),
so sagen wir: die Folge {20,,} hat den Grenzwert 20" = {c|,}.

Es seien 4 und U = {v,} (0 < p < 7) zwei irreduzible in beliebiger Weise wohlgeordnete
Systeme, es hinge U von 4 algebraisch ab, und es bezeichne v,, ein beliebiges Element von ‘3,
0, den durch v, bestimmten Abschnitt von . il enthélt (§ 22, 7.) ein bestimmtes kleinstes
Teilsystem T, von dem v, algebraisch abhéngt. ¥ kann wohl Elemente enthalten, die in 7,
vorkommen, enthalt aber sicher auch Elemente, die in 2J,, nicht vorkommen. Ersetzen wir
das letzte von diesen durch v, so geht i in ein irreduzibles mit 4 dquivalentes System von
derselben Ordnungszahl iiber. Fiir dieses durch 3,0 und p vollkommen bestimmte System
fiihren wir das Zeichen 9,(4,0) ein.

Es seien nun 4 = {u,} (0= v <o) und U = {v,} (0 £ p < 7) irreduzible wohlgeordnete
Systeme, es hénge 2 von 4 algebraisch ab, und es liege eine Doppelfolge {cu} (0 = p <
7, 0L v < o)) vor, deren Zeilen wir mit 2, bezeichnen. Wir wollen annehmen, da$ folgende
Beziehungen bestehen:

1) Jede Zeile 20, = {cuw} (0 = v < o) stelle ein irreduzibles System dar und sei 4
aquivalent, so da8 ¥ von jedem System 20,, algebraisch abhéingt.

2) Es sei Wy = 4, also cop =u, (0 v < o).

3) Ist 0 < p = 7, p keine Limeszahl, so sei 20, = ¥,-1(20,-1, D).

4) Ist 0 < p < 7, p Limeszahl, so habe die Folge {20,} (0 £ A < p) einen Limes, und
dieser sei gleich 20,,.

Sind diese Bedingungen erfiillt, so sagen wir: die Systemfolge {20,} (0 < pu < 7) — oder
auch: die Doppelfolge {c,} — gehort zu dem Systempaar i1,°0. Voraussetzung fiir diese
Ausdrucksweise ist also stets, dafl {1 und U wohlgeordnete irreduzible Systeme sind und dafl
0 von il algebraisch abhangt.

Durch die Bedingungen 1) bis 4) erscheint jede Zeile durch die vorangehenden bestimmt,
und da 2y = U sein soll, ergibt sich zunéchst:

*) Man beachte an dieser Stelle das Gleichheitszeichen vor 7.
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a) Zu einem Systempaar U0 kann nicht mehr als eine Systemfolge gehéren. Ferner
ergibt sich aus unseren Bedingungen unmittelbar:

b) Gehért zu dem Systempaar 4,20 die Systemfolge {20,} (0 = p < 7) und ist
0 <o <T,%9, der durch v, bestimmte Abschnitt von U, so gehort zu dem Systempaar i, 3,
die Systemfolge {20,} (0 = u = o).

Wir greifen nun, unter der Voraussetzung, daf zu 4, die Systemfolge {20, } gehort, aus
der Doppelfolge {c,, } eine Kolonne {c,,} (0 = p = 7) heraus. Wenn nicht alle Elemente der
Kolonne gleich dem Anfangselement cp, = u, sind, so sei ¢,, das erste von u, verschiedene.
Dann kann g keine Limeszahl sein, weil andernfalls nach 4) ¢, den Limes von {c,, } (0 £ p < o)
darstellt, also vorangehenden Elementen der Kolonne gleich ist. Da ¢ nicht Limeszahl ist,
so ist nach 3) W, = V,—1(W,—1,V), und es geht 2, aus W,_; hervor, indem ein gewisses
Element von 20,1 durch v,_1 ersetzt wird. Da nun ¢, von c,—1, verschieden ist, so muf3
Cov = Vp—1 sein. Dann ist aber fiir jedes p > ¢ ¢4 = vo—1. Denn verstehen wir andernfalls
unter p die kleinste Ordnungszahl > p, fiir welche ¢, # v,—1 ist, so folgt wie vorher, dafl
i keine Limeszahl ist und 20, aus 20,1 hervorgeht, indem c,_1, = v,—1 durch ¢, = v, 1
ersetzt wird. Nach der Erklirung des Zeichens ¢ geht aber 9,1 (20,—1,) aus 20,1 hervor,
indem ein gewisses Element von 20,,_1, welches nicht dem durch v,_; bestimmten Abschnitt
von ¥ angehort, durch v,_; ersetzt wird. Das Element v,_; gehort aber diesem Abschnitt an.
Daraus folgt

c¢) Gehort zu dem Systempaar U, U die Systemfolge {20,,} (0 = p < 7), wo 20, = {c. }
ist, so sind in einer Kolonne {c,,} (0 = pu < 7) entweder alle Elemente gleich u,, oder es
existiert eine Ordnungszahl g, 0 < ¢ < 7, die nicht Limeszahl ist, derart dafl ¢,, = u, fir
B < 0, Cuy = Vo1 fiir pn = p ist.

Greifen wir unter denselben Voraussetzungen aus ¥ ein beliebiges Element v,_1 heraus, so
kommt dieses nach 3) in 20, vor, ist etwa gleich ¢,,, und da es, wenn p die Ordnungszahlen
> p durchlauft, wie wir sahen, durch kein v,_; ersetzt werden kann, so kommt v,_1 in jedem
System 20, vor, dessen Index p 2 p ist. Also:

d) Gehort zu dem Systempaar 4,0 = {v,} (0 £ p < 7) die Systemfolge {20,}
(0 £ p = 7) und bezeichnet U, (0 < p < 7) den durch v, bestimmten Abschnitt, wihrend
U = Y, gesetzt wird, so enthdlt 20, (0 < p < 7) alle Elemente von 0, (natiirlich nicht
notwendig in derselben Reihenfolge wie U,,).

Wir behaupten nun:

e) Zu jedem Paar 3,0 irreduzibler wohlgeordneter Systeme, deren zweites vom ersten
algebraisch abhdngt, gehirt eine Systemfolge.

Wir setzen wie vorher 4 = {u,} (0 S v <o), V=D, = {v,} (0 £ p < 7) und bezeichnen
mit 2, den durch v, bestimmten Abschnitt von 2. Im Falle 7 = 1 erhalten wir die verlangte
Systemfolge offenbar, indem wir 20y = 4, 27 = Yo(U, V) setzen. Fir 7 > 1 ist e) durch
Induktion zu beweisen. — Ist 7 keine Limeszahl, so gehort zunéchst zu dem Systempaar
3,90 eine Systemfolge {20,} (0 < p = 7 — 1), und wenn wir 9,1 (,_1,Y) = W, setzen,
so ergibt sich sofort, daf die Systemfolge {20,} (0 = < 7) allen Bedingungen 1) bis 4)
entspricht, also zu U, Y gehort. — Es sei 7 Limeszahl. Ist dann 0 < X\ < p < 7, so gehort zu
dem Paar $, U, eine, und nach a) nur eine Systemfolge {20,} (0 = p < o), und aus b) folgt,
daf die Teilfolge {20,} (0 = p = ) zu U,V gehoért. Mithin existiert fiir jedes p < 7 ein
eindeutig bestimmtes System 20, derart, daf der bis zu einem 20, (einschliellich) reichende
Abschnitt der Folge {20,,} (0 = p < 7) die zu U, Y, gehorige Systemfolge darstellt. Wir setzen
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W, = {cw} (0 = v < o) und betrachten eine Kolonne {c,,} (0 = p < 7). Sind nicht alle
Elemente gleich u, und ist c,, das erste von u, verschiedene, so sind alle auf ¢,, folgenden
Elemente der Kolonne gleich c,,, weil die Annahme ¢o, # cp, Cop # Csar, 0 < 2 nach c) mit
der Tatsache, daf die Folge {20,,} (0 < p < ») zu 4, Y, gehort, unvereinbar ist. Daher besitzt
jede Kolonne, und mithin auch die Folge {20,} (0 = u < 7) einen Limes. Wir setzen

Li:rr;w# =0W,, W, ={c} 0<v<o)

und behaupten, dafl die Systemfolge {20,} (0 < p = 7) zu Y gehort. — Um dies zu
beweisen, haben wir zweierlei zu zeigen, ndmlich:

f) 20, ist irreduzibel,

g) W, ist mit Wy = U dquivalent.

Wire das System 20, reduzibel, so enthielte es ein endliches reduzibles Teilsystem . Jedes
Element von ¥ ist als Grenzwert seiner Kolonne vorangehenden Elementen dieser Kolonne
gleich, und da ¥ nur endlich viele Elemente enthélt, kann man o < 7 so bestimmen, daf} alle
Elemente von ¥ schon in 20, vorkommen. Hiernach wére 20, reduzibel, was dem Umstand,
daf} die Systemfolge {20,} (0 = u < o) zu ,°Y, gehort, widerspricht. Damit ist f) bewiesen. —
Ein beliebiges Element aus U kann durch v,_1 bezeichnet werden, wo ¢ < 7 ist. v,—1 kommt
in 20, vor, ist etwa gleich c,,, und es ist alsdann in {c,,} (0 = p < 7) fiir jedes p 2 o
Cuv = Vp—1, daher auch c;, = ll}jn; Cuv = Vo—1. W, enthdlt also alle Elemente aus 0. Da

ferner jedes Element aus 20, schon in einem System 20, (¢ < 7) vorkommt und 20, mit
20 dquivalent ist, so hidngt 20, von QW algebraisch ab, und wir haben, um g) zu beweisen,
noch zu zeigen, dafl auch 20y von 20, algebraisch abhingt. Zu diesem Zweck fithren wir
einen allgemeineren Nachweis. Wir bezeichnen mit 20, (0 £ u <7, 0 < v < ) den durch
¢y bestimmten Abschnitt von 20, und setzen 00, = 20,,,. Wir bezeichnen ferner mit Qﬁ;w
(0<p =7, 0<v= o) dasjenige Teilsystem von 20, welches alle Elemente von 20, alle
Elemente von 9, sonst aber kein Element enthélt, und setzen 207, = 2o, (0 < v < o).
Nunmehr behaupten wir:

h) Jedes System 20, (0 = p =7, 0 <v = o) ist von jedem System 20}, (1 < 0 = 7)
algebraisch abhéngig.

In dieser Behauptung ist, ndmlich wenn wir 4 = 0, v = o, o = 7 wahlen, auch die
Behauptung enthalten, dafi 20y von 20, algebraisch abhéngt. Mit h) ist also g) und somit
e) bewiesen. Sollte nun die Behauptung h) nicht fiir jedes System 20, zutreffen, so wihlen
wir aus den Systemen, fur welche sie nicht zutrifft, ein solches aus, dessen zweiter Index v
moglichst klein ist. Wir suchen sodann zu diesem Qﬂ;w dasjenige Qﬂ’gy mit kleinstem Index
0 > i, von welchem QB;W nicht algebraisch abhéngt. Es sei nun a ein Element aus Qﬂ;ﬂ,,
welches von im/g,/ nicht algebraisch abhangt. Dann gehort a nicht zu Qﬁ’gy, also auch nicht zu
Uy, also auch nicht zu Y, mithin zu X,,,. Es muf} ferner a letztes Element von 20, sein.
Sonst gehorte a einem Abschnitt 20,y von 2, also auch dem System QB;M an; da dieses
wegen der Minimumseigenschaft von v von 20, algebraisch abhingt und 207, Teil von 20,
ist, so hinge a von QH’QV algebraisch ab. Mithin ist a letztes Element von 20, also v keine
Limeszahl, und es wird

a4 = Cypy—1, QI]ul/ = QI]u,zj—l + cupv—1,
und da a nicht zu 2, gehort,
!/ !/
an/ = Qﬁuﬂ,_l + Cuv—1,
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(wobei im Falle v = 1 sowohl 20, ,—1 wie 2}, ,_; das leere System bezeichnet). Lassen wir
A alle Zahlen, die 2 p und < ¢ sind, durchlaufen, so ist wegen der Minimumseigenschaft
von ¢ 20/, von jedem System 20, algebraisch abhingig, und es darf daher keins dieser
Systeme von ?ZH’QV algebraisch abhdngen. Nun gehoren aber bis auf ¢ ,_; alle Elemente aus
‘v 20 W) ,_;, hingen also von 2, ,_; und somit von 2, algebraisch ab. Somit darf ¢, ,—1
von QI]’QV nicht algebraisch abhéngen. Es miissen also die Elemente ¢y ,_1 von dem in QB’QV
enthaltenen Element c,, 1 verschieden sein. Daraus folgt, dafl ¢ keine Limeszahl und

(1) Co—1,v—1 = Uy—-1, Cor—1 = Vp-1, Q:Bg = ﬂgfl(wgflv Qj)

ist. Es bezeichne T das kleinste Teilsystem von 20,_1, von welchem v,_; algebraisch abhangt.
Nach der Erkléarung des Zeichens 9,_1 geht 20, aus 20,1 dadurch hervor, daf§ das letzte
der nicht zu U, gehoérigen Elemente von ¥ durch v,_; ersetzt wird. Zufolge (1.) mufl
Co—1,y—1 = Uy—1 dieses letzte Element sein; das besagt aber, daf jedes Element von T entweder
zu W,_1, oder zu V,_; gehort. Bezeichnet daher T das System, in welches T durch die
Substitution von v,_; fur u,_; iibergeht, so gehort jedes Element von ¥’ entweder zu 20, ,
oder zu U, 1; T ist also Teil von 2. Andererseits ist ¥’ zu T dquivalent, und das in ¥
enthaltene Element a = u,_1 = ¢,—1,—1 hingt also von QB’Q,/ algebraisch ab. Da dies im
Widerspruch mit dem vorangehenden steht, so ist die Behauptung h) fiir alle Systeme QU;W
richtig und somit e) bewiesen.

Wias fiir unsern Zweck von Interesse ist, ist lediglich die Tatsache, dafi das System U als
Teil von 20 in der zwischen i = 0y und 20, bestehenden dhnlichen Beziehung auf einen
Teil von i ein-eindeutig abgebildet wird. Sind die Systeme 4l und U dquivalent, so ergibt sich
in gleicher Weise die Moglichkeit einer ein-eindeutigen Abbildung von 4 auf einen Teil von .
Daraus folgt aber nach einem bekannten Satz von Bernstein, daf§ auch eine ein-eindeutige
Beziehung zwischen 4 und U moglich ist und somit:

3. Aquivalente irreduzible Systeme haben dieselbe Kardinalzahl.

Wird eine transzendente Erweiterung £ eines Korpers & durch Einschiebung eines Kérpers
R(G) in eine rein transzendente und eine algebraische zerlegt, so erhilt man aus dieser
einen Zerlegung alle moglichen, indem man das irreduzible System & durch alle moéglichen
dquivalenten irreduziblen Systeme ersetzt. Die Kardinalzahl von & ist daher durch K und £
vollig bestimmt; wir nennen sie den Transzendenzgrad der Erweiterung oder Transzendenzgrad
von £ in bezug auf K. Algebraischen Erweiterungen schreiben wir den Transzendenzgrad 0 zu.

Es sei £ ein Korper zwischen £ und 91, G ein in bezug auf K irreduzibles System von
Elementen aus £, ¥ ein in bezug auf £ irreduzibles System von Elementen aus 9. £ sei in
bezug auf K(&), M in bezug auf £(T) algebraisch, so daf die Kardinalzahlen s und ¢ von &
und ¥ die Transzendenzgrade von £ in bezug auf & und von 90 in bezug auf £ darstellen. %"
— In bezug auf 8(S + %) sind dann alle Elemente von £ und alle von ¥ algebraisch. Durch
Adjunktion aller dieser Elemente zu £(S + ¥) erhélt man aber den Koérper £(%), der also in
bezug auf R(S + ¥) algebraisch ist. Da ebenso 9 in bezug auf £(%) algebraisch ist, so stellt
9N eine algebraische Erweiterung von &(& + ¥) dar. — Wir betrachten ein beliebiges endliches
Teilsystem von & + ¥ und stellen es in der Form &' + %' dar, wo &' Teil von &, ¥ Teil
von T ist. &' ist in bezug auf &, T’ in bezug auf £, also auch in bezug auf K(&’) irreduzibel.
Besteht daher &’ aus den Elementen z1,...z,,, ¥ aus den Elementen v, ...y,, so ist von
den Elementen x1,...Zm, Y1, - - - yn jedes in bezug auf den Kérper, der durch Adjunktion der
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vorangehenden zu K entsteht, transzendent, und es héngt daher in bezug auf K keins dieser
Elemente von dem System der iibrigen algebraisch ab. In bezug auf K ist also das System
&’ 4+ ¥’ irreduzibel, und da es ein beliebiges endliches Teilsystem von & + T darstellt, so ist
auch & + T in bezug auf R irreduzibel (§ 22, 4.). Die Kardinalzahl von & + ¥ wird durch
s + t bezeichnet, so daf} also der Satz gilt:

4. Fine FErweiterung, die sich aus zwei sukzessiven Erweiterungen von den Transzen-
denzgraden s und t zusammensetzt, hat den Transzendenzgrad s + t.

Man sieht sofort, daf3 dies auch gilt, wenn s oder ¢ gleich 0 ist.

Unter dem absoluten Transzendenzgrad eines Korpers K verstehen wir seinen Transzen-
denzgrad in bezug auf den Primkorper und fassen zu einer Klasse K.; alle diejenigen Koérper
(oder Koérpertypen) zusammen, welche dieselbe Charakteristik ¢ und denselben absoluten
Transzendenzgrad ¢ haben. ¢ kann 0 oder eine beliebige Primzahl, ¢ 0 oder eine natiirliche
Zahl oder eine beliebige transfinite Kardinalzahl sein. In jeder Klasse K.; haben wir zwei
bemerkenswerte Typen. Nimmt man namlich mit einem Primkorper B, eine rein transzendente
Erweiterung vom Transzendenzgrad t vor, so gelangt man zu einem wohlbestimmten Typus
(§ 22, 5.), welcher der Klasse K.; angehort und mit R, ; bezeichnet werden moge. Zu diesem
gehort ferner nach § 21, 9. ein bestimmter algebraisch abgeschlossener Typus — er heifle 2. ;
—, welcher aus R, durch algebraische Erweiterung hervorgeht, daher ebenfalls zur Klasse K ;
gehort.

5. Wird ein Kérper 9‘{’67,5 vom Typus R algebraisch zu einem algebraisch abgeschlos-
senen Korper i, erweitert, so gehdren alle Korper zwischen Ry, und ;. , der Klasse K.
an. Es wird aber auch jeder Typus der Klasse K. wenigstens durch einen Korper zwischen
R, und A7, vertreten.

Daf} alle Korper zwischen %fm und Ql/c,t der Klasse K.; angehoren, folgt daraus, daf sie
in bezug auf R, algebraisch sind und 9, dieser Klasse angehort. Sodann ergibt sich aus
unseren Voraussetzungen, dafl Qlé’t vom Typus 2., ist. Es sei jetzt & ein beliebiger Koérper
der Klasse K., B, der in & enthaltene Primkérper. Aus £ konnen wir ein in bezug auf 9,
irreduzibles System & so herausgreifen, dal & in bezug auf R.; = P.(S) algebraisch ist.
Erweitern wir £ algebraisch zu einem algebraisch abgeschlossenen Korper 2., so ist dieser
auch in bezug auf R.; algebraisch. Aus der Zugehorigkeit von & zu K. folgt, dal & die
Kardinalzahl ¢ hat, gc,t vom Typus R4, ﬁc,t vom Typus .+ ist. Ferner ergibt sich (vgl. d.
Bew. von § 21, 9.), daB A, auf A, ; so isomorph abgebildet werden kann, daB R in R,
iibergeht. Dabei wird & auf einen Kérper zwischen 9y, und 2, ; isomorph bezogen; der Typus
von R ist also unter diesen Korpern vertreten. — Ist K selbst algebraisch abgeschlossen, so
wird R = ﬁqt vom Typus ;. Mithin:

6. Der Typus ., ist der einzige algebraisch abgeschlossene der Klasse K. pzs

§24.

Zusiatzliche Bemerkungen verschiedenen Inhalts.

Die Kardinalzahl (Méchtigkeit, Zahl der Elemente) eines Korpers. — Aus dem Wohlord-
nungssatz ergibt sich leicht, dafl auch die Kardinalzahlen eine wohlgeordnete Folge bilden, daf}
die Summe und das Produkt zweier Kardinalzahlen, von denen wenigstens eine transfinit ist,
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der groBeren gleich ist, da3 das System aller endlichen Teilmengen einer unendlichen Menge
M dieselbe Méchtigkeit wie M hat. Hieraus schliefit man weiter, daf3 die Zahl der ganzen
Funktionen einer Unbestimmten x in einem unendlichen Korper nicht gréfler als die Zahl der
Elemente des Korpers ist und dafl dasselbe fiir die Nullstellen dieser Funktionen gilt. Durch
algebraische Erweiterung eines unendlichen Koérpers wird also die Méchtigkeit nicht erhoht.
Eine weitere einfache Folgerung aus den angefiihrten Sétzen ist die, daf im Falle ¢ = Ry (wo Vg
die kleinste transfinite Kardinalzahl, die Méchtigkeit der abzahlbaren Mengen, bezeichnet) der
Korper R, und daher jeder Korper der Klasse K. ; die Kardinalzahl ¢ hat, wahrend im Falle
eines endlichen ¢ ein Kérper der Klasse K¢, falls er nicht endlich ist (was nur fiir c =p, t =0
der Fall sein kann), Xy Elemente besitzt. — Bei einem Korper, dessen Elemente nicht abzéhlbar
sind, stimmt also die Kardinalzahl mit dem absoluten Transzendenzgrade iiberein. Da das
Kontinuum nicht abzéhlbar ist, so schliet man (§ 23, 6.), daf alle algebraisch abgeschlossenen
Korper von der Méchtigkeit des Kontinuums und der Charakteristik 0 einander isomorph sind.
Zu diesen Korpern gehoren: der Kérper der komplexen Zahlen, der Korper aller algebraischen
Funktionen einer oder mehrerer Verdnderlicher u. a.

Der Liirothsche Satz. — Dem Satz II des § 14 tritt der folgende zur Seite:

Ist R(x) eine einfache transzendente Erweiterung von R, so ist auch jeder Kéorper zwischen
R und K(zx) in bezug auf R einfach.

Wir kénnen diesen Satz auch so formulieren: Ist £ eine rein transzendente Erweiterung
von K, der Transzendenzgrad 1, so stellt auch jeder Korper zwischen & und £ eine rein
transzendente Erweiterung von R dar. — Die naheliegende Frage, ob derselbe Satz fiir jede
rein transzendente Erweiterung gilt, hat eine Erledigung noch nicht gefunden. ™ '?"

Um zu einem Beweise des Lirothschen Satzes zu gelangen, fithren wir neben x eine neue
Unbestimmte ¢ ein und betrachten die ganzen Funktionen von ¢ mit Koeffizienten aus £(z).
Zu jeder solchen Funktion g(t) gehort eine aus ihr durch Multiplikation mit einem Faktor aus
R(z) hervorgehende, in bezug auf x primitive Funktion

g(t) = eo(a)t" + o1(z)t" ' + - + on(2),

welche sich dadurch auszeichnet, dafl ihre Koeffizienten ganze Funktionen von x sind, die nicht
alle einen gemeinsamen Teiler haben. Diese Funktion ist bis auf einen Faktor aus K bestimmt;
will man haben, daf sie vollstindig bestimmt ist, so kann man noch verfiigen, daf in ¢o(z)
der Koeflizient der héchsten Potenz e sein soll. — Man zeigt in bekannter Weise, dafl das
Produkt zweier primitiver Funktionen wieder primitiv ist, und daraus folgt sofort, dal man
aus einer Gleichung von der Form f(t) = g(t) - h(t), wo f(t), g(t), h(t) ganze Funktionen von ¢
mit Koeffizienten aus &(x) sind, wieder zu einer richtigen Gleichung gelangt, wenn man diese
Funktionen durch die zugehorigen primitiven ersetzt.

Es sei % eine rationale Funktion von ¢ mit Koeffizienten aus £ in reduzierter Form, m
ihr Grad (> 0), y ein in bezug auf £(t) transzendentes Element. Dann ist die Funktion

p(t) —y - (t)

vom Grade m in ¢, sie ist in y primitiv und, wie sogleich gezeigt werden soll, im Korper £(y)
irreduzibel. Hatte man namlich eine Zerlegung

p(t) —y-9(t) = g(t) - h(2),
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so wiirde sich beim Ubergange zu den in y primitiven Funktionen die linke Seite nicht #ndern;
wir kénnen also gleich g(¢) und h(t) als primitiv voraussetzen. Es miifte dann eine dieser
Funktionen, etwa g(t), von y frei, die andere in y vom ersten Grade sein. Dann erkennt man
aber, indem man nach Potenzen von y ordnet, dal ¢(t) in ¢(¢) und 9 (t) aufgehen miifite,

wéhrend doch ¢(t) und (t) als teilerfremd vorausgesetzt wurden. — Setzen wir y = ig%,

so wird K(y) ein Korper zwischen & und £(z) und = Nullstelle der Funktion ¢(t) —y - (),
welche vom Grade m und in £(y) irreduzibel ist; mithin ist [R(z) : R(y)] = m, d. h. der Grad
von £(z) in bezug auf K(y) ist gleich dem Grade von y als rationale Funktion von z. — Wir
zeigen jetzt, dafl die Funktion

P(@) - (o) =y - ¥(t) = e(t)¢ () — Y(t)p(z)

als ganze Funktion von t in x primitiv ist. Zu diesem Zwecke setzen wir

QD(LU):CL0+CL1,CL‘+-..7 ¢($):b0+b1$+’

so dafl

p(t)y(x) — P(t)p(x) = (aot(z) — bop(x)) + (a1t (z) — bip(x))t + - -
wird. Hatten nun alle Koeffizienten ~; = a;9(x) — bijp(z) einen gemeinsamen Faktor x(z), so
wiirde dieser auch in allen Ausdriicken

Yibe — b = (aiby — agbi)(x),  viar — Yrai = (aiby — agb;)o(z),

und somit, weil wir (da m > 0) ¢ und k so wiahlen konnen, daf a;b; — arb; # 0 wird, auch in
o(z) und ¢ (x) aufgehen, was der Annahme, dafl ¢(x) und ¥ (z) teilerfremd sind, widerstreitet.
Wenn daher ¢(t)i(x) — 9 (t)¢(x) im Integritdtsbereich K[t, z] in zwei Faktoren zerfillt, so
kann keiner von ihnen Funktion von zx allein sein. Genau so ist zu zeigen, daf} keiner der
beiden Faktoren Funktion von ¢ allein sein kann.

Es sei jetzt 9t ein beliebiger, von K verschiedener Korper zwischen & und K(x). Dann ist
R(x) in bezug auf M endlich; denn wenn y ein nicht in 8 enthaltenes Element von 90t ist, so
ist, wie wir sahen, K(z) in bezug auf K(y) endlich, und 9t liegt zwischen K(y) und K(x). Es sei

(1.) [R(z) : M] = n.
Dann ist & Nullstelle einer irreduziblen Funktion n-ten Grades aus 9
g(t) =t" +urt" 4 oy,

deren Koeffizienten, da x in bezug auf & transzendent ist, nicht alle in & vorkommen koénnen.
Es sei in reduzierter Form y = i(—i) einer der Koeffizienten von g(t), die nicht in £ vorkommen,

m sein Grad in z. Dann liegt 9 zwischen K(y) und K(z), und wir erhalten [R(z) : R(y)] = m,
also wegen (1.)

(2. [ R(y)] =

1\

s m

m
— n.
n

Zu g(t) gehort eine in x primitive Funktion
9(t) = po(@)t" +r(2)t" 4+ + pa(2),

95



Steinitz, Algebraische Theorie der Korper §24

WO i’g—g; =ug (k=1,...n) ist. Da unter den Funktionen uj auch y vorkommt, so ist g(¢) in
x wenigstens vom Grade m. — Nun ist  Nullstelle der zum Koérper 9t gehorigen Funktion

o(t) —y(t); diese muB also durch die in 91 irreduzible Funktion g(¢) teilbar sein. Wir erhalten
also

o) — 29 ity = g0 - h(e),

¥(x)
und wenn wir zu den zugehorigen, in x primitiven Funktionen iibergehen
(3.) p(t)(z) —P(t)p(x) = gt)h(t).

Die linke Seite von (3.) ist in = vom Grade m, g(t) ist, wie wir sahen, in x wenigstens vom
Grade m; aus (3.) folgt also jetzt, daB g(t) in = genau vom Grade m und h(t) von x frei sein
mufB. Da ferner gezeigt wurde, dafl () (x) — 1 (t)p(x) keinen Faktor haben kann, der eine
Funktion von ¢ allein ist, so kann h(t) auch ¢ nicht enthalten, und wir erhalten, indem wir auf
beiden Seiten von (3.) die Grade in ¢ vergleichen,

und daraus nach (2.)

Damit ist der Liirothsche Satz bewiesen.

Dieser ,rationale“ Beweis des Satzes hat den Vorzug, dafl er ohne jede Einschriankung fiir
alle Korper R gilt, wihrend in der gewohnlich gegebenen Beweisform die Voraussetzungen
enthalten sind, dafl der Koérper & vollkommen ist und unendlich viele Elemente besitzt. Diese
Beweisform erfordert im Falle eines unvollkommenen Koérpers umstéandliche Modifikationen,
bei endlichen Korpern versagt sie ganz.

Die algebraisch abgeschlossenen Erweiterungen. — Mit dem Nachweis der Existenz einer
algebraisch abgeschlossenen Erweiterung, die zu einem gegebenen Koérper K gehort, ist noch
keine Methode gewonnen, um eine solche Erweiterung wirklich herzustellen. Schon fiir die
Anordnung der Elemente eines Kérpers K zu einem wohlgeordneten System, auf welche
in jenem Beweise Bezug genommen ist, fehlt naturgemif jede allgemeine Methode. Es ist
jedoch keineswegs die Herstellung einer algebraisch abgeschlossenen Erweiterung an eine
bereits ausgefiithrte Wohlordnung von K gebunden. Dafiir zwei Beispiele. In beiden ist der
Grundkorper von der Machtigkeit des Kontinuums, von der, wie bekannt, noch nicht einmal
festgestellt werden konnte, ob sie gleich Ny, der zweiten transfiniten Kardinalzahl ist. Von
dieser Méchtigkeit sind u. a. der Korper der reellen oder der komplexen Zahlen, der Kérper
der rationalen Funktionen einer Verdnderlichen z mit komplexen Koeffizienten, sodann auch
der von K. Hensel eingefiihrte Kérper K (p) der sog. p-adischen Zahlen™.

Im Falle 8 = K(p) gelangt man auf Grund verschiedener Untersuchungen, die Hensel in
dem zitierten Werke und in einer unléngst in diesem Journal'? erschienenen Abhandlung”™
durchgefiihrt hat, zum Ziel. Wesentlich ist hier der Nachweis, daf jede ganze Funktion f(z)
aus K (p) in einem Koérper vollstindig zerféllt, der aus K (p) durch Adjunktion einer Nullstelle

) Theorie der algebraischen Zahlen I (Leipzig und Berlin 1908).
") Bd. 136 (1909), S. 183.

12 Gemeint ist das Journal fiir die reine und angewandte Mathematik. — Hrsg.

96



Steinitz, Algebraische Theorie der Korper §24

einer Funktion g(z) hervorgeht, die in K (p) irreduzibel ist und deren Koeffizienten gew6hnliche
ganze Zahlen sind. Damit ist nachgewiesen, dafl das System aller ganzen Funktionen aus
K (p) dem System S der ganzen ganzzahligen Funktionen dquivalent ist. Wahrend nun das
erstgenannte System von der Méchtigkeit des Kontinuums ist, ist das System S abzdhlbar und
kann also in eine einfache Reihe geordnet werden. Hat man sich fiir irgendeine Anordnung
entschieden und bezeichnet man die so geordneten Funktionen mit f,(x), wo n die natiirlichen
Zahlen durchlauft, so kann man nach den Henselschen Methoden die erste Funktion aus S5,
welche dem System

fi(@), fo(x), -, ful2)

aquivalent, in K (p) irreduzibel und iiberdies normal ist, durch ein endliches Verfahren berech-
nen. Wird dieselbe mit ¢, (z) bezeichnet, so hat man ein System von Normalfunktionen

o1(x), pa(x), ..., on(z),. ..,

bei welchem jeder Abschnitt der folgenden Funktion untergeordnet ist. Fiithrt man ein System
von Symbolen j, ein, mit der Verfiigung, dafl j,, Nullstelle von ¢y, (z) sein soll, so erhilt man
ein System von Erweiterungen des Korpers R = K(p):

(4.) R =R(1): - R = R(0n),- -

Bezeichnet r,, den Grad von ¢, (x), so ist jedes Element von £, in der Form ¢(j,) darstellbar,
wo g(x) eine ganze Funktion aus K (p) und ihr Grad kleiner als r, ist. r,_1 der Elemente von
R, sind Nullstellen von ¢,_1(x). Will man nun haben, dafl jeder Kérper der Folge (4.) Teil
des folgenden sein soll, so daf}, wie in dem in § 16 behandelten Falle, diese Kérper in ihrer
Gesamtheit den gesuchten algebraisch abgeschlossenen Korper konstituieren, so mufl man
noch eine Verfiigung treffen, nach welcher zu entscheiden ist, welche der in £,, enthaltenen
Nullstellen von ¢,—1(x) gleich j,_1 sein soll. Nun ist es zwar bisher nicht gelungen, K (p) oder
irgendein System von der Méachtigkeit des Kontinuums als wohlgeordnetes System darzustellen,
dagegen kann K (p) sehr leicht als geordnetes System dargestellt werden”). Auf Grund einer
solchen Ordnung von K (p) erhélt man eine Anordnung der ganzen Funktionen aus K (p), indem
man vorschreibt, da§ die Funktion g(x) = ag + a1z + - - - der Funktion h(z) = by + b1z + - -
vorangehen soll, wenn im Falle a = by (k < n), a, # b, das Element a,, frither als b, ist.
Sodann kann man festsetzen, dafl wenn g(x) die erste Funktion aus K (p) ist, welche fir x = jj,
in eine Nullstelle von ¢,,_;(x) tibergeht, g(jn) = jn—1 sein soll. — Damit ist die Aufgabe
gelost.

Wir betrachten an zweiter Stelle den Koérper & = €(z), der aus dem Korper € der
komplexen Zahlen durch Adjunktion eines transzendenten Elementes z hervorgeht (Korper
der rationalen Funktionen einer Verénderlichen). Hier ist das System aller ganzen Funktionen
einer Unbestimmten z in K nicht mehr einem abzéhlbaren System &quivalent, doch gelingt hier
die Herstellung einer algebraisch abgeschlossenen Erweiterung von £ (ohne Auswahlprinzip)
leicht mit den Hilfsmitteln der Analysis. Es sei ndmlich 2 das System aller fiir hinlédnglich
kleine Werte von r konvergenter Reihen von der Form

R N
Z agrn (cos —p +isin —p),
Pt n n

) Hensel, Neue Grundlagen der Arithmetik. Dieses Journal Bd. 127. S. 52, 53.
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wo 1 eine positive, ¢ eine reelle Verdnderliche, n irgendeine natiirliche, ¢ irgendeine ganze Zahl
bezeichnet, ra stets positiv zu nehmen ist und die Koeffizienten aj, deren Index k alle ganzen
Zahlen von ¢ an aufwérts durchlduft, beliebige komplexe Zahlen sind. Jede solche Reihe stellt
in ihrem Konvergenzbereich eine eindeutige Funktion von r und ¢ dar. Zwei Reihen gelten als
dasselbe Element von 2, wenn sie fiir alle Wertepaare r, ¢ ihres Konvergenzbereiches nach
demselben Werte konvergieren. Zu zwei Elementen «, 8 aus 2 gehoren, wie man in bekannter
Weise zeigt, zwei weitere 7,0 derart, da3 innerhalb des gemeinsamen Konvergenzgebietes
zwischen «, 5,7, als Funktionen von r und ¢ die Beziehungen

(5.) a+pB=vy a-pf=90

bestehen. Lassen wir die Gleichungen (5.) als Kompositionsgleichungen fiir 2 gelten, so wird 2
ein System mit doppelter Komposition, welches sich leicht als ein algebraisch abgeschlossener
Korper erweist. Jedem Element R(z) von 8 = €(z) entspricht in 2 ein Element a derart, dafl
fiir hinldnglich kleine Werte von r R(r(cos ¢ + isin ¢)) gleich a wird. Der Korper K wird so
auf einen Teilkorper & von 2 isomorph abgebildet, und da 2 algebraisch abgeschlossen ist,
so bilden die in bezug auf & algebraischen Elemente von 2l einen Korper 2, der algebraisch
abgeschlossen und in bezug auf &’ algebraisch ist.

Isomorphe Abbildung eines Kérpers auf einen Teilkérper. — Ist £ eine algebraische
Erweiterung des Korpers £, £ ein Korper zwischen & und £ und von £ verschieden, a ein
nicht in £ enthaltenes Element von £, p(x) die irreduzible Funktion aus £ mit der Nullstelle
a, so ist die Anzahl der irreduziblen Faktoren von ¢(z) im Korper £ groler als im Korper
£, £ und £’ sind daher nicht dquivalente Erweiterungen. Ist & Primkorper, so konnen £
und £ nicht isomorph sein, weil bei einer isomorphen Beziehung zwischen £ und £ jedes
Element des Primkorpers unverindert bliebe, £ und £ also aquivalente Erweiterungen von &
darstellten. Damit ist bewiesen:

1. FEin absolut algebraischer Kérper ist keinem echten Teil von sich isomorph.

Da jeder Teilkorper eines absolut algebraischen Korpers wieder absolut algebraisch ist, so
gilt

2. Zwei Teilkorper eines absolut algebraischen Kdrpers, von denen der eine echter
Teil des andern ist, konnen nicht isomorph sein.

Die durch 2. bezeichnete Eigenschaft ist fiir die absolut algebraischen Kérper charakte-
ristisch; denn wenn der Korper £ nicht absolut algebraisch und x ein in bezug auf seinen
Primkoérper B transzendentes Element ist, so ist 3(2?) echter Teil von B(z), aber beide Kérper
sind isomorph. Dagegen driickt 1. keine charakteristische Eigenschaft absolut algebraischer
Korper aus; denn man sieht sehr leicht, dal z. B. ein Kérper vom Typus 2., wo ¢ endlich ist,
keinem echten Teil von sich isomorph sein kann.

Unter den Koérpern, welche einem echten Teil von sich isomorph sind, haben wir zwei
Arten zu unterscheiden. Ein Représentant der ersten Art ist der Korper . 1. Derselbe besitzt
unendlich viele Teilkorper, die aber bis auf den Primkorper nach dem Liirothschen Satze alle
vom Typus R, sind. Ein zwischen einem Korper R.; und einem isomorphen Teilkérper
gelegener Korper ist also stets wieder .1 isomorph. Von anderer Art ist der Korper 2. ;
bei unendlichem ¢. Durch Adjunktion eines transzendenten Elementes x geht aus 2A.; ein
Koérper 2, ;(z) hervor, der wieder den Transzendenzgrad ¢ hat, aber offenbar nicht algebraisch
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abgeschlossen, also nicht vom Typus 2 ist. Erweitern wir aber 2. ((x) algebraisch zu einem
algebraisch abgeschlossenen Korper, so ist dieser wieder vom Typus 2.;. Hier liegt also
zwischen zwei isomorphen Koérpern ein nicht isomorpher. Jedesmal, wenn ein solcher Fall
vorliegt, haben wir zwei Korper K1, K2 verschiedener Typen, von denen jeder einem Teil des
andern isomorph ist. Durch die Teilkorper von K; werden also dieselben Typen reprasentiert
wie durch die Teilkorper von K.
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Anhang A

AbriBl der Galoisschen Theorie”
Von Reinhold Baer und Helmut Hasse

Dieser Anhang ist nicht von Steinitz. Seine Verweise auf den Text von Steinitz, auf die Erlduterungen
(Anhang B) und auf sich selbst beziehen sich auf diese Ausgabe.

Wir betrachten einen Grundkdrper K und einen K umfassenden, iiber K algebraischen und
normalen™ Koérper 9N, die wir im folgenden festhalten wollen. Unsere Aufgabe ist es, eine
Ubersicht iiber die Zwischenkdrper 3 zwischen & und N zu gewinnen, indem wir die sogen.
Galoissche Gruppe ) von M studieren; wir werden weiter zeigen, flir welche Klassen von
Erweiterungen von 8 das Verfahren, die Untergruppen der Galoisschen Gruppe zu studieren,
Aufschluf} iber die Zwischenkorper gibt.

Die Gesamtheit N der Automorphismen von N [= isomorphe Abbildungen von N auf sich/,
bei denen R elementweise invariant bleibt, heifit die Gruppe von .

Dafi N eine Gruppe ist, verifiziert man sofort.

Wir nehmen jetzt eine Zuordnung von Zwischenkoérpern und Untergruppen vor:

Ist U eine Untergruppe von N, so werde Ist 3 ein Zwischenkérper zwischen R und
U die Gesamtheit W(U) aller und nur der N, so werde 3 die Gesamtheit N(3) aller
Elemente aus M zugeordnet, die bei jeder und nur der Elemente aus N zugeordnet, die
Abbildung aus U in sich ibergehen. jedes Element aus 3 invariant lassen.

Dann gilt:

N(U) ist stets ein Zwischenkorper zwi- N (3) ist stets eine Untergruppe von N.
schen R und N.

Denn:

Da U eine Teilmenge von N ist, so lait U LaBt das Element a aus N(3) den Kérper
alle Elemente aus £ invariant; 91(U) umfaft 3 elementweise invariant, so tun dies auch
K. Da weiter die Elemente von U Isomor- a~! und mit a und b auch a - b.

phismen sind, so lassen sie mit a und b auch
at+b,a-bund a:b fiir b # 0 invariant, d. h.
MN(U) ist ein Unterkérper von M.

) Die hier gegebene Darstellung der Galoisschen Theorie stiitzt sich auf Steinitzsche und Dedekindsche Ideen.

Vgl. 1. H. Hasse: Hohere Algebra II (1927).

2. O. Haupt: Einfiihrung in die Algebra II (1929), Fiinfter Abschnitt.

3. A. Loewy: Neue elementare Begriindung und Erweiterung der Galoisschen Theorie, Sitz.-Ber. d. Heidelberger
Ak. d. Wiss. Math.-nat. K1. 1925 (7) und 1927 (1).

4. F. K. Schmidt: Bemerkungen zum Brandtschen Gruppoid, Sitz.-Ber. d. Heidelberger Ak. d. Wiss. Math.-
nat. KI. 1927 (8), S. 97 ff.

5. W. Krull: Galoissche Theorie der unendlichen algebraischen Erweiterungen, Math. Ann. Bd. 100 (1928),
S. 687.

6. R. Baer: Beitrage zur Galoisschen Theorie, Sitz.-Ber. d. Heidelberger Ak. d. Wiss. Math.-nat. K1. 1928 (14).

7. E. Steinitz: Algebraische Theorie der Korper, die wir im folgenden nur durch blole Angabe der Seiten oder
Paragraphen und Sétze zitieren, wihrend unsere Erlauterungen dazu einfach durch ihre Nummern zitiert werden.
™) vgl. S. 30.
) Vgl. S. 50.
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Weiter ist, wie sofort aus der Definition folgt:

Wir untersuchen, wann stets die Gleichungen:

NU)| =U NNE)] =3

gelten. Im Falle der Giiltigkeit beider Gleichungen haben wir die gesuchte eineindeutige
Zuordnung zwischen Untergruppen von NN einerseits und Zwischenkorpern zwischen K und 91
andererseits gewonnen.

Als Ergebnis dieser Untersuchung wird sich zeigen:

Dann und nur dann gelten stets die beiden Gleichungen, wenn

1. 9 dber R von erster Art und
2. N diber & endlich ist™).

Definition 1: Zwei Korper 3 und 3 zwischen & und M heifen konjugiert [iiber K], wenn
sie durch Automorphismen aus N ineinander tuberfithrbar sind.

Lemma 1: Zwei Zwischenkérper 3 und 3 zwischen 8 und N sind dann und nur dann
konjugiert, wenn sie aequivalente Erweiterungen von R sind.

Die Notwendigkeit der Bedingung ist trivial. Um ihr Hinreichen zu beweisen, zeigen wir
noch etwas mehr, ndmlich:

Lemma 1a: Sind 3 und 3 zwei Korper zwischen & und M und gibt es einen Isomor-
phismus 7 zwischen 3 und 3, der jedes Element von £ sich selbst zuordnet, so gibt es einen
Automorphismus p aus N, der m umfafst.

Zum Beweise denken wir zunéchst eine Wohlordnung von 1 vorliegend und konstruieren
dann zwei Korperketten und eine Kette von Isomorphismen zwischen den Korpern der beiden
Ketten.

1. ﬁ0:3, 30:3, QO = .

2. Sei bereits fiir alle ;1 < v konstruiert: der Korper £, zwischen & und 91, der Korper £,
zwischen & und 9N und der Isomorphismus 7, zwischen &, und £,; fiir o < p sei &, Teilkérper
von &, £, Teilkorper von £, und werde m, von m, umfaft.

Fall 1: v sei keine Limeszahl. Dann sei a, das erste Element aus 91, das noch nicht in &, _;
vorkommt [gibt es kein solches, so sind wir bereits am Ende unserer Konstruktion angelangt],
und R, = R,_1(a,).

Da Ot algebraisch iiber £ ist, so geniigt a, einer irreduziblen Gleichung ¢, (z) = 0 mit
Koeffizienten aus K, _1. Dieser wird durch m,_; eine gewisse, notwendig ebenfalls irreduzible
Gleichung v, (z) = 0 mit Koeffizienten aus £,_; zugeordnet. Dann behaupten wir:

ou(x) und ¥, () sind Teiler desselben irreduziblen Polynoms x,(x) mit Koeffizienten aus
R.

Sei nédmlich x,(x) = ¢, () - fu(x); dann ist auch f,(x) ein Polynom mit Koeffizienten
aus K,_1. Diesem wird durch m,_; ein Polynom g, (z) mit Koeffizienten aus £,_1 zugeordnet.

) Sind A und B zwei Mengen, so bedeutet A > B, dafl B Teilmenge von A ist.
) Hierin geht 1. auf E. Steinitz, 2. auf W. Krull zuriick.
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Da schliefilich 7,1 den Isomorphismus 7y = m umfaflt, also jedes Element aus K sich
selbst zuordnet, so ordnet 7,1 das Polynom x, () sich selbst zu, und es gilt also: x,(z) =
Yy () - gu(x), womit unsere Behauptung bewiesen ist.

Da x,(z) in 9 die Nullstelle a,, hat und 91 iiber & normal ist, so zerfillt y, (z) und also
auch ¢, (z) und ¥, (z) in M in Linearfaktoren. Es gibt also in 91 eine Nullstelle, also auch eine
in der Wohlordnung von 0 erste Nullstelle b, von ¢, (x). Wir setzen £, = £,_1(b,).

Nach dem in Erl. 53 ausgesprochenen Satze gibt es also einen Isomorphismus 7, zwischen
R, und £,, der 7,1 umfaBlt und insbesondere dem a, das b, zuordnet™).

Fall 2: v sei Limeszahl. Dann sei £, die Vereinigungsmenge aller 8, mit u < v, £, die
Vereinigungsmenge aller £, mit u < v. Nach § 2, Satz 2 sind diese £, und &, Korper zwischen
£ und N. Weiter sei 7, der Vereinigungsisomorphismus (vgl. Erl. 111) aller 7, mit p < v.

Dieser Prozefl wird weitergefiihrt, bis einmal K, = 0N wird [0 ist dann gewifl héchstens
gleich dem Ordnungstypus von 91]. Wir behaupten:

Lo =N

Ist nédmlich A, (z) ein irreduzibles, nicht lineares Polynom aus £,, so ordnet ihm 7, ein
irreduzibles, nicht lineares Polynom ¢, (x) mit Koeffizienten aus K, zu. Wie oben gezeigt,
sind dann A, (z) und s, (z) Teiler desselben irreduziblen Polynoms s(x) aus 8 Da 91 normal
iiber K ist und »,(x) in 9N keine Nullstelle hat [R, = N], so hat s(z) und also auch sein Teiler
Ao (z) in N keine Nullstellen, d. h. eine irreduzible Gleichung aus £, die in 9 Nullstellen hat,
ist linear, ihre Losungen gehoren also zu £,, womit unsere Behauptung bewiesen ist.

Setzen wir jetzt p = 7, so ist p der gesuchte Automorphismus; denn 7, umfafit 7o = 7 und
ist ein Isomorphismus zwischen K, = 9t und £, = M, d. h. ein 7 umfassender Automorphismus
aus N.

Definition 2: Zwei Elemente a; und ay aus N heiffen konjugiert [iber R], wenn es einen
Automorphismus a aus N g¢ibt, der a; in a uberfihrt.

Lemma 2: Dann und nur dann sind die Elemente a; und ay tber R konjugiert, wenn sie
derselben irreduziblen Gleichung in K geniigen.

A. Seien a; und a konjugiert und etwa ay = a(a;). Weiter sei

Da bei a die Elemente von R je in sich iibergehen, so ergibt die Anwendung von a auf obige
Gleichung;:

d. h. auch ay ist Nullstelle von f(x).

*) Hierdurch ist 7, eindeutig bestimmt.
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B. Geniigen umgekehrt a; und as derselben irreduziblen Gleichung aus K. Dann gibt es
nach dem in Erl. 53 ausgesprochenen Satz einen Isomorphismus 7 zwischen £(a;) und £(az),
der jedes Element von R sich selbst und dem a; das as zuordnet. Nach Lemma 1a 148t sich 7
zu einem gesuchten Automorphismus a aus N erweitern”).

Satz 1: Fin Kérper 3 zwischen & und N ist dann und nur dann normal, wenn er mit
seinen konjugierten identisch ist, d. h. wenn er bei allen Automorphismen aus N in sich
tibergeht.

A. Gehe 3 bei allen Automorphismen aus N in sich iiber; sei a ein beliebiges Element aus
3, a(x) = 0 die irreduzible Gleichung aus £, der a geniigt, und b eine beliebige andere Wurzel
von a(z) = 0. Nach Lemma 2 gibt es einen Automorphismus aus N, der a in b tiberfiihrt; also
gehort b zu 3, also zerfillt a(z) vollig in 3 und, da dies fir jedes irreduzible a(x) aus R gilt,
das eine Nullstelle in 3 hat, so ist 3 normal Uber &.

B. Ist umgekehrt 3 normal iiber & und a ein beliebiges Element aus 3, so geht a bei
Automorphismen aus N nach Lemma 2 nur in solche Elemente b tiber, die derselben irreduziblen
Gleichung aus K geniigen wie a, also wegen der Normalitdt von 3 selbst zu 3 gehoren. 3 geht
also bei allen Automorphismen von N in einen Teil von sich iiber. Da aber mit a auch a™' zu
N gehort, so geht 3 bei Automorphismen aus N genau in sich iiber.

Aus Satz 1 folgt ohne weiteres der

Zusatz 1: Ist My ein N umfassender, iber K normaler und algebraischer Kérper [z. B.
ein algebraisch abgeschlossener], so ist ein Korper 3 zwischen & und N dann und nur dann
normal, wenn er bei allen Automorphismen von Ny, die & elementweise invariant lassen, in
sich tibergeht.

Zusatz 2: Reicht der Kéorper 3 zwischen & und N gerade aus, um eine Menge 3 von
Polynomen aus K vollstandig zu zerfallen, so ist 3 normal iber K.

Beweis™"): Da 3 zur Zerfillung der Polynome aus ¥ gerade hinreicht, so kann 3 aus £
durch Adjunktion der sdmtlichen [in 91 enthaltenen] Nullstellen der Polynome aus ¥ gewonnen
werden. Nach Lemma 2 geht bei Automorphismen aus N dieses System & aller Nullstellen
von Polynomen aus ¥ in sich iiber; also geht 3 = K(&) bei allen Automorphismen aus N in
sich iiber, ist also nach Satz 1 normal iiber R.

Definition 3: Ist 3 ein Korper zwischen & und N, so sei der Abbildungsgrad A[3 : &] von
3 dber R die Mdchtigkeit der Menge der verschiedenen, von Automorphismen aus N bewirkten
Isomorphismen von 3 [die nicht alle 3 auf sich abzubilden brauchen/, d. h. die Machtigkeit
der Menge der Restklassen von N nach N(3), der Index von N(3) unter N.

Satz 2: Dann und nur dann ist

Al3: 8] =1,

wenn entweder 3 = K oder 3 Wurzelkérper™ ) iiber 8 ist.

) Daf die Heranziehung des Lemmas 1a zum Beweise des Lemmas 2 in der Natur der Sache begriindet ist, zeigt
der Satz, dal Erweiterungen, die die in Lemma 2 ausgesprochene Eigenschaft mit den normalen Erweiterungen
gemein haben, auch die des Lemma la mit ihnen teilen; vgl. R. Baer: Abbildungseigenschaften algebraischer
Erweiterungen, § 3 (erscheint demnéchst in der Math. Zeitschr.).

) Der Satz wird auch von Steinitz bewiesen, vgl. § 8, Satz 6; jedoch wird dort vom Satz iiber symmetrische
Funktionen Gebrauch gemacht, dessen Benutzung hier beim ganzen Aufbau der Galoisschen Theorie und
insbesondere beim Beweise dieses Satzes vermieden wird.

) Vgl. S. 45.
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Beweis: Nach Lemma 2 geht ndmlich das Element a aus 3 bei allen Automorphismen aus
N in sich iiber, wenn der irreduziblen Gleichung a(z) = 0 aus £, der a geniigt, kein von a
verschiedenes Element geniigt. Dies ist aber nach S. 35, Gleichung (4) dann und nur dann der
Fall, wenn entweder a(z) linear oder a(x) = " — ¢ = 0 ist, wo im zweiten Fall p # 0 die
Charakteristik von R ist.

Zusatz: Ist 3 ein Zwischenkdrper zwischen 8 und N und ist 3¢ der nach § 14, Satz 1
eindeutig bestimmte Korper zwischen £ und 3 derart, dap 3o von erster Art”) diber & und 3
Wurzelkérper diber 3¢ ist [evt. ist 3 = 3g], so ist:

Al3: 8] = Al30: R].

Sind namlich a1 und as zwei Automorphismen aus N, die in 3¢ denselben Isomorphismus
bewirken, so bewirkt a; - a5 Lin 3¢ den identischen Isomorphismus; also mufl nach Satz 2,
wenn wir nur dort 3¢ an die Stelle des Grundkérpers R treten lassen, ap - ay 'in 3 den
identischen Isomorphismus bewirken; also bewirken a; und as dann und nur dann in 3
denselben Isomorphismus, wenn sie in 3y denselben Isomorphismus bewirken, woraus unser
Zusatz folgt.

Wir brauchen also zur Bestimmung des Abbildungsgrades nur noch Erweiterungen erster
Art zu untersuchen.

Definition 4: Ist 3 diber & endlich, so sei der Basisgrad B[3: 8] = [3: 8] ; ist aber 3
iber 8 unendlich, so sei R, fir 0 < v < o ein 3 erzeugender Korperturm derart, dafd

1. Ro = R,

2. Ry41 einfach tdber R,

3. wenn v Limeszahl ist, 8, die Vereinigungsmenge aller &, mit p < v, d. i. nach § 2,
Satz 2 ein Korper ist,

4. R, =3

ist; dann sei der Basisgrad B3 : 8] die kleinste Mdachtigkeit, die die Menge der Korper
eines solchen erzeugenden Kérperturmes haben kann.”™™™")

Satz 3: Sei 3 ein Korper zwischen R und N und zwar von erster Art iber K.

a) Ist 3 endlich tber R, so ist:

Al3: R =B[3: R]
b) Ist 3 unendlich tiber R, so ist:

HorokdR)

A[3: /] = 2B 5 B[3: g

) Vgl. S. 46.

) vgl. S. 24.

“*) Eine solche kleinste Maéchtigkeit gibt es immer, wenigstens wenn man das Auswahlaxiom und den Wohlord-
nungssatz voraussetzt, da dann die Machtigkeiten eine wohlgeordnete Reihe bilden.

) Wir werden spater unter Voraussetzung der verallgemeinerten Cantorschen Kontinuumhypothese zeigen
koénnen, daf irgend zwei 3 erzeugende Korpertiirme gleiche Méachtigkeit haben, wenn 3 {iber & unendlich und
von erster Art ist; vgl. Zusatz zu Satz 3.

) Da ja die Potenzmenge stets grofere Méchtigkeit als die Menge selbst hat. Vgl. etwa F. Hausdorff:
Grundziige der Mengenlehre (1914), S. 56, Satz II.

104



Steinitz, Algebraische Theorie der Korper Anhang A: Abrifl der Galoisschen Theorie

Beweis: ad a) Nach § 13, Satz 7 ist 3 eine einfache Erweiterung von &, d. h. 3 = &(a)").
Seien a = ay, ..., a, die simtlichen Wurzeln der irreduziblen Gleichung «(z) = 0 aus &, der a
geniigt. Da 3 von erster Art iiber £ ist, sind die a; simtlich verschieden. Aus Lemma 2 folgt,
dafl wir alle Isomorphismen von 3 erhalten, die durch Automorphismen aus N induzierbar
sind, wenn wir a der Reihe nach in ay,...,a, iberfithren, d. h. es ist A[3 : 8] = n. Da aber 3
von erster Art iiber R ist, ist n der Grad von «a(z), d. h.

n=/[a: 8 =[3:8 =B[3: K],

also A[3: R] = B[3: f].
ad b) Sei K, fiir 0 £ v < o eine wie oben konstruierte 3 erzeugende Korperkette und sei
m ihre [unendliche] Méchtigkeit. Dann wollen wir beweisen:

(b)  A[3: 8 =2

Da 3 eine Erweiterung erster Art von 8 und da £,41 eine einfache algebraische Erweiterung
von R, ist, so ist:
(1) 2 § [ﬁl/-i-l : ﬁ,,] = B[ﬁ,,_i_l : ﬁl,] < N().

(2) Ist dann 7, irgend ein durch Automorphismen aus N induzierbarer Isomorphismus von
Ry, so lafst er sich auf genau [Ry41 : Ry] verschiedene Weisen zu durch Automorphismen aus
N induzierbaren Isomorphismen von R,41 erweitern.

Ist ndmlich 8,11 = R, (a,) und geniigt a, der irreduziblen Gleichung o, (z) = 0 aus 8,
so geht bei 7, das Polynom «,,(z) in ein irreduzibles Polynom 3, (x) des Kérpers £, iiber,
in den &, bei m, iibergeht. Notwendig ist 5,(x) = 0 ebenfalls eine Gleichung 1. Art, die
also nur einfache Nullstellen hat. Wie beim Beweis des Lemma 1. sieht man ein, daf} alle
Nullstellen von 5, (z) in 91 liegen. Da der Grad von 5, (z) gleich dem von «,,(x), d. h. gleich
[Ru+1 1 R] ist, so folgt aus dem in Erl. 53 ausgesprochenen Satz und aus Lemma 2, daf§ sich
a, durch Automorphismen aus N in alle Nullstellen von 5, (z) tberfithren 148t. Da schliefilich
die Automorphismen aus N den Iso- morphismus 7, umfassen sollen, so kommen als Bilder
von a,, auch nur die Nullstellen von (3, (x) in Frage, womit unsere Behauptung (2) bewiesen
ist.

Aus (1) und (2) folgt jetzt sofort:

(3) 2™ < A[3: R S N
Nun gilt aber die folgende, allgemeine Aleph-Gleichung;:
(4) Ist R, < Vg, so ist 28 = W

Denn es ist
2SR, SRy =2%,

) Der folgende Beweis it sich auch ohne Benutzung dieses Satzes durchfithren; man hat dann nur den
Multiplikationssatz fiir den Basisgrad (§ 7, Satz 2) und den entsprechenden Multiplikationssatz fiir den
Abbildungsgrad bei endlichen Erweiterungen iiber den hier durchgefiihrten Beweis hinaus zu benutzen. Vgl.
besonders (2) beim Beweis ad b) dieses Satzes, wo der Multiplikationssatz fiir den endlichen Abbildungsgrad
ohne Benutzung des Abelschen Satzes oder des Satzes 3 a) im wesentlichen mitbewiesen wird.
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also wenn wir diese Ungleichung in die Ng-te Potenz erheben:
2 <Ry < (29N =205 = ),

Da in (3) m eine unendliche Méchtigkeit, also m = Ry, d. h. ein N ist, so folgt aus (3) und (4)
unsere Behauptung (b).

Wé&hlt man in (b) speziell m = B[3 : 8], was nach der Definition des Basisgrades stets
moglich ist, so ergibt sich die Behauptung des Satzes.

Zusatz: Unter Voraussetzung der verallgemeinerten Cantorschen Kontinuumhypothese:

(C) 2NV = NV+1

haben, falls 3 tber & unendlich ist, alle 3 erzeugenden Korpertirme gleiche Mdchtigkeit, d. h.
der Basisgrad B3 : R] ist die Mdchtigkeit eines jeden 3 erzeugenden Kérperturmes™ ).
Beweis: Seien 8, und X, die Méchtigkeiten zweier 3 erzeugenden Korpertiirme; dann ist
nach (b)
Al3: 8] =2™

= oNwo

Nach (c) ist 2% =R, 1; also

NV1+1 == NVQ-i-l ***)7
also N, = N,,.
Hauptsatz 1: Dann und nur dann ist
NINEGB) =3

fiir den Korper 3 zwischen & und N, wenn jedes Element aus N, das Wurzelelement in bezug
auf 3 ist, bereits in 3 enthalten ist.

Beweis: A. Erfiillen 91, 3 die Bedingung des Satzes und sei a ein Element aus 9%, aber nicht
aus 3; dann hat die irreduzible Gleichung aus 3, der a geniigt, in 91 wenigstens eine von a
verschiedene Loésung b. Wenden wir jetzt Lemma 2 auf 3 als Grundkérper an, so gibt es also
einen Automorphismus von 0N, der 3 elementweise invariant 1aft, also zu N(3) gehort, und a
in b # a iberfihrt; a gehort also nicht zu 9N (3)], wenn es nicht zu 3 gehort. Also ist:

M[N(3)] <3, d. h. =3 (vgl. oben S. 100).

B. Sei a ein Element aus 0, aber nicht aus 3, das Wurzelelement in bezug auf 3 ist. Dann
gentigt a einer Gleichung: 2P’ — ¢ =0 aus 3, die also nur die Losung a hat. Wenden wir jetzt
Lemma 2 mit 3 als Grundkérper an, so ergibt sich, daf§ a bei allen Automorphismen von 1,
die 3 elementweise invariant lassen, die also zu N(3) gehoren, in sich iibergeht; also gehort a
zu N[N (3)], ohne zu 3 zu gehoren, d. h. N[N (3)] > 3.

) Der Beweis nach W. Sierpinski: Lecons sur les nombres transfinis, Paris 1928.

™) Diese Aussage steht in Analogie zu § 23, Satz 3. — Vgl. auch R. Baer: Eine Anwendung der Kontinuumhy-
pothese in der Algebra, Journal fir d. r. u. angew. Math. Bd. 162 (1930), S. 132.

") Es ist bisher nicht méglich gewesen, aus 2% = 2% ohne Benutzung der Kontinuumhypothese R, = N, zu
folgern. Vgl. W. Sierpinski: Sur I’hypotheése du continu, Fund. Math. Bd. 5 (1924), S. 183.
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Zusatz: Dann und nur dann ist fir alle Korper 3 zwischen & und N
NIN3)] = 3,

wenn M von erster Art tiber R ist.
Beweis: A. Ist 9 von erster Art {iber &, so nach § 13, Satz 8, 9 auch tber jedem 3. Also
gehort jedes Wurzelelement von 91 in bezug auf 3 zu 3, d. h. nach Hauptsatz 1:

MIN(3)] = 3.

B. Ist 91 nicht von erster Art iiber K, so gibt es nach § 14, Satz 1 einen Korper 91y zwischen
R und I, der echter Teilkérper von I ist, so dafl D tiber Ny Wurzelkérper, DNy Gber K von
erster Art ist. Nach Satz 2 ist dann A[N : M| = 1, d. h. N(Ny) besteht nur aus der identischen
Abbildung. Dann ist aber 9N (Mg)] = N, also nicht gleich Np.

Hauptsatz 2): Sei My der nach § 14, Satz 1 eindeutig bestimmte Kirper zwischen & und
N, so dafs N dber Ny Wurzelkérper, Ny dber K von erster Art ist; wenn K vollkommen ist,
set Mg = N. Dann und nur dann gilt fir alle Untergruppen U von N die Gleichung:

wenn Ny tiber R endlich ist.

Beweis: A. Sei My tiber K endlich. Dann ist 91(U) ein Korper zwischen & und 91. Sei (U)o
der nach § 14, Satz 1 eindeutig bestimmte Korper zwischen K und (U), tber dem MN(U)
Wurzelkorper und der iiber R von erster Art ist; fiir vollkommenes £ sei 91(U)o = 91(U). Nach
§ 13, Satz 8 ist MN(U )y Teilkérper von Ny, namlich der mengentheoretische Durchschnitt von
MN(U) und Ny. Aus Satz 2 folgt, daBl

NNU)] = N[9(U )| ist.
Nach Satz 3 a) ist N endlich und die Ordnung von N ist
ANy : R = B[Ny : 8] = [N : 8] =n.

Da 91y von erster Art und endlich iiber R ist, so ist 91y nach § 13, Satz 7 einfach iiber K, d. h.
Ny = Rla)™)

Bei den Abbildungen aus U gehe a in a; = a,as, . .., a, liber; dabei ist dann u die Ordnung
von U. Wir betrachten ¢(x) = [TL;(x — a;); dieses Polynom geht bei allen Abbildungen aus
U in sich tiber; also gehoren seine Koeffizienten nach Definition von M(U) zu M(U), also auch
zu N(U)o; da N(U)o(a) = K(a) = Ny ist, ist Mg : N(U)o] = [a : N(U)p] £ u; denn a ist
Nullstelle von ¢(x).

Andererseits ist [ : DN(U)o] nach Satz 3 a), angewandt auf N(U)q als Grundkorper,
gleich der Ordnung «' von N[N(U)o], fiir die nach der Ungleichung auf S. 100 v = u gilt;

*) Dieser steht in Parallele zum Zusatz zum Hauptsatz 1, wihrend der Hauptsatz 1 entsprechende Satz das
unseren Betrachtungen fremde Hilfsmittel der Topologie heranziehen miifite. Vgl. W. Krull: Galoissche Theorie
der unendlichen algebraischen Erweiterungen, Math. Ann. Bd. 100 (1928), S. 687.

™) Die Benutzung dieses Satzes a3t sich wieder umgehen, indem man den Multiplikationssatz fiir den Basisgrad
benutzt und an Stelle der einen Fundamentalgleichung ¢(x) = 0 mehrere konstruiert, im tibrigen aber so
verfahrt, wie im Beweis angegeben.

107



Steinitz, Algebraische Theorie der Korper Anhang A: Abrifl der Galoisschen Theorie

damit haben wir ' = u, d. h. die Ordnung von N[9(U)] ist gleich der ihrer Untergruppe U,
was flir endliche Gruppen, um die es sich ja hier handelt, die Identitat

nach sich zieht.

B. Sei 9 iiber & unendlich; dann hat nach Satz 3 b) die Gruppe N wenigstens die
Miéchtigkeit des Kontinuums, ebenso jede unendliche Gruppe N (3); dies folgt aus Satz 3 b),
wenn man 3 als Grundkorper an Stelle von £ zugrundelegt.

Es sei jetzt U eine abzéhlbare Untergruppe von N; solche gibt es stets, denn N hat die
Maéchtigkeit des Kontinuums, enthélt also sicher eine abzéhlbare Teilmenge S; die kleinste S
enthaltende Untergruppe von N ist dann auch abzéhlbar, da sie ja nur aus endlich langen
Produkten von je endlich vielen Elementen aus S besteht. Dann ist N[O(U)] ein N(3)
[3 = M(U)], hat also wenigstens die Michtigkeit 2% > Ry, muB also Elemente enthalten, die
nicht in U vorkommen.

Hauptsatz 3: Dann und nur dann gelten fiir alle Untergruppen U von N und fiir alle
Korper 3 zwischen & und N die beiden Gleichungen:

wenn I von erster Art und endlich tber R ist.

Dies folgt aus dem Zusatz zu Hauptsatz 1 und aus Hauptsatz 2.

Definition 5: Sind Hy und Hy zwei Untergruppen von N oder zwei Unterkdrper von N,
so sei Hy N Hy die Durchschnittsgruppe bzw. der Durchschnittskorper, H1 U Hy die Vereini-
gungsgruppe bzw. der Vereinigungskorper von Hy und Hs.

Satz 4: Sind 31 und 32 zwei Korper zwischen 8 und N, so ist

(1) N@B1U32) =N(31) NN (32),

(2)  N(31N32) = N(31) UN(32).
Sind weiter Uy und Us zwei Untergruppen von N, so ist:

(3) ‘.Tt(Ul U UQ) = ‘ﬁ(Ul) M ‘ﬁ(UQ),

(4) MU NUy) = NUL) UN(Ts)").
Beweis: ad (1): fir i = 1,2 ist N(31) N N(32) < N(3;); also bleiben bei N(31) N N(32) alle

Elemente von 37 und alle von 39 invariant, also auch alle von 31 U 39, d. h. aber

N(31) NN (32) = N(31U 32).

LaBt umgekehrt ein Automorphismus aus N alle Elemente von 31 U 39 invariant, so auch alle
von 37 und von 39, ist also in N(31) N N(32) als der Gesamtheit der sowohl 3; als auch 39
elementweise invariant lassenden Automorphismen enthalten, d. h.

N(31) NN (32) =2 N(31U 32).

Y Wir miissen Kérper M(U) und Gruppen N(3) betrachten, da nur fiir diese mit der Erfiilltheit von (F)
gerechnet werden kann.
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Daraus folgt (1). Ebenso sieht man (2)—(4) ein.
Aus Satz 4 folgt durch Spezialisieren der
Zusatz: Ist Uy < Us, so ist
N(U1) 2 N(V2),

und st 31 < 39, so ist
N(31) 2 N(32).

Satz 5: Sei 3 ein Korper zwischen 8 und N; zwei Automorphismen aus N bewirken dann
und nur dann denselben Isomorphismus von 3, wenn sie zur gleichen Restklasse von N nach
N(3) gehéren”).

Beweis: Seien a1 und as zwei Automorphismen aus N. Diese bewirken dann und nur dann
denselben Isomorphismus von 3, wenn ajay 1 den identischen Isomorphismus von 3 bewirkt,
d. h. zu N(3) gehort.

Satz 6: Sei kein Element von N, das nicht zu 3 gehort, Wurzelelement in bezug auf 3.
Dann und nur dann bewirkt ein Automorphismus a aus N einen Automorphismus von 3, wenn
a zum Normalisator™) von N(3) in N gehért, d. h. wenn a mit N(3) vertauschbar ist™ ).

Beweis: A. Bewirke a einen Automorphismus von 3 und sei n ein beliebiges Element aus
N(3); dann 148t ana™! ebenfalls 3 elementweise in Ruhe, da 3 durch a in sich iibergefiihrt
wird. Also gehort ana™! fiir beliebiges n aus N(3) zu N(3), d. h. a gehort zum Normalisator
von N(3).

B. Bewirke a keinen Automorphismus von 3; dann gibt es ein Element a von 3, dessen
Bild b bei a nicht zu 3 gehort. Nach der iiber 9t und 3 ge- machten Voraussetzung gentigt der
irreduziblen Gleichung aus 3, der b geniigt, noch ein ¢ # b aus 91. Dann gibt es nach Lemma
2 einen Automorphismus n, der 3 elementweise invariant 148t, d. h. zu N(3) gehort, aber b in
¢ iiberfiihrt. Durch ana~! wird dann a nicht in sich iibergefiihrt, d. h. ana~! gehért nicht zu
N(3), d. h. a gehort nicht zum Normalisator von N(3) in N.

Zusatz 1: Die Mdchtigkeit der Menge der zu 3 konjugierten Korper ist unter den Voraus-
setzungen des Satzes 6 gleich der Mdchtigkeit der Menge der Restklassen von N nach dem
Normalisator von N(3) in N.

Denn zwei Automorphismen a; und as fithren dann und nur dann 3 in denselben Kérper
iiber, wenn 3 durch ajay Lin sich iibergefithrt wird, d. h. nach Satz 6, wenn a1ay L zum
Normalisator von N(3) in N gehort.

Zusatz 2: Unter den Voraussetzungen des Satzes 6 ist dann und nur dann 3 ein Normal-
kérper, wenn N(3) ein Normalteiler von N ist.

Denn nach Satz 1 mufl 3 mit seinen iiber K konjugierten Koérpern identisch sein, also muf}
der Normalisator von N(3) in N mit N iibereinstimmen.

Satz 7: Ist R ein beliebiger Korper, M = K(t1,...,t,) eine rein transzendente Erwei-
terung von 8 vom Transzendenzgrad n™" ) (n > 1, endliche ganze Zahl); dann ist jede in
t1,...,tn symmetrische Funktion aus N eindeutig als rationale Funktion der symmetrischen

Grundfunktionen mit Koeffizienten aus R darstellbar.

") Vgl. Definition 3, wo dieser Satz, der dort hitte ebenso bewiesen werden kénnen, ohne Beweis angegeben wurde
™) Vgl. etwa A. Speiser: Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung (1923), S. 38.
") Vgl. R. Baer: Abbildungseigenschaften algebraischer Erweiterungen, § 2, (siehe S. 103, Anm.)
) Vgl S, 92
gl. S. 92.
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Beweis: Sei p(x) = [[12(x — ;) = 2" + X012 @ - 04(t1, . . . , t,). Dann sind also die o; die
symmetrischen Grundfunktionen in t1,...,t,. Sei & der kleinste Korper zwischen & und I,
der ¢(z) enthélt, d. h. & = R(o1,...,04).

Da 9%t = S(ty,...,t,) ist und die ¢; der Gleichung ¢(x) = 0 aus & geniigen, so ist I
algebraisch iiber &. Da weiter ¢(x) nur einfache Nullstellen hat, so ist 91 nach § 13, Satz
8 von erster Art tiber &. Da schliefllich 9 gerade hinreicht, um ¢(z) in Linearfaktoren zu
zerfillen, so ist 1 nach Zusatz 2 zu Satz 1 normal iiber &.

1. Sei 0 = o(t1,...,t,) eine symmetrische, rationale Funktion der ¢; mit Koeffizienten
aus K. Da nach Lemma 2 bei Automorphismen von M0, die & elementweise invariant lassen,
Nullstellen von ¢(x) wieder in Nullstellen von ¢(x) {ibergehen miissen, so bewirkt jeder
derartige Automorphismus eine Permutation der t; und 148t also ¢ invariant. Nach Satz 2 und
nach Satz 3a) gehort also o zu &, d. h. ist rationale Funktion der o; mit Koeffizienten aus K.

2. Da 9t algebraisch {iber & ist, hat 91 {iber G den Transzendenzgrad 0. Also hat & nach §
23, Satz 4 iiber K den Transzendenzgrad n, da die Summe der Transzendenzgrade von 91 {iber
G und von 6 iiber K gleich dem von 91 iiber & sein mufl. Also mufl das System o7, ...,0p,
{iber R irreduzibel” sein, d. h. es gibt keine algebraische Beziehung zwischen den o; mit
Koefhizienten aus K. Also kann auch jedes Element aus & sich nur auf eine Weise als rationale
Funktion der o; mit teilerfremdem Zé&hler und Nenner darstellen lassen.

) Vgl. S. 85.
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Anhang B

Erlauterungen
Von Reinhold Baer und Helmut Hasse

Die Erliuterungen sind nicht von Steinitz. Ein Zeichen wie 77 im Texat zeigt die Stelle an, auf die sich
die Erlduterung mit dieser Nummer bezieht; die Seitenzahl hinter der Nummer jeder Erlduterung nennt
die Seite dieser Stelle. Beide sind Verweise, die man anklicken kann. ,Erl. n“ bedeutet die Erlduterung
Nr. n. Alle Verweise der Erlduterungen auf den Text von Steinitz, auf andere Erliuterungen und auf
Anhang A beziehen sich auf diese Ausgabe.

1. (zu S. 3) Dieser Charakterisierung der Galoisschen Theorie diirfte heute nicht mehr
allgemein beigestimmt werden. Dafl der Wirkungsbereich der Galoisschen Theorie in ihrer
bisherigen Form sich auf endliche Erweiterungen beschrénkt, ist zwar erst neuerdings vollig
klargestellt worden. Vgl. Anhang A, Hauptsatz 2, S. 107. Andererseits sind aber Wege gewiesen
worden, auch eine Galoissche Theorie unendlicher algebraischer Erweiterungen zu treiben. —
Vgl. W. Krull: Galoissche Theorie der unendlichen algebraischen Erweiterungen, Math. Ann.
Bd. 100 (1928), S. 687-698.

2. (zu S. 4) Fir den fraglichen Zweck ist allerdings die angegebene Unterscheidung, die sich
auf den Grundkorper bezieht, weniger wesentlich als die Unterscheidung der Erweiterungen in
solche erster und zweiter Art. (Vgl. etwa § 13.)

3. (zu S. 4) Es handelt sich hier wesentlich um den sogenannten Satz der primitiven Elemente.
Vgl. § 11, Satz 4; § 15, Satz 7 und 9.

4. (zu S. 5) Diese weiteren Abhandlungen sind nicht mehr erschienen. Auch haben sich
derartige Untersuchungen in Steinitz’ Nachlafl nicht gefunden.

5. (zu S. 6) Dieser Begriff ist fundamental, denn es ist Aufgabe der Algebra, die Invarianten
von Korpern gegeniiber Isomorphismen zu studieren.

6. (zu S. 6) Das Postulat 2. (kommutatives Gesetz der Addition) folgt bereits aus den tibrigen
Korperpostulaten, wenn man 6. in sinngeméfler, durch den Verzicht auf 2. bedingter Weise
derart erweitert, dafl rechts- und linksseitige Subtraktion eindeutig werden.

Sind nédmlich a, b irgend zwei Korperelemente, ¢ die Einheit der Multiplikation, so gilt:

(a+b)-(e+e)=(a+b)-e+(a+Db) - wegen 5.

=(a+0b)+ (a+b) wegen 7.
=a+[b+ (a+0) wegen 1.
andrerseits
=a-(e+e)+b-(e+¢) wegen 4., 5.
=(a-e+a-e)+(b-e+b-g) wegenb.
=(a+a)+ (b+0b) wegen 7.
=a+[a+ (b+D)] wegen 1.
Also ist:

a+ b+ (a+b)]=a+][a+ (b+b),
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woraus wegen 6. folgt:
b+ (a+b)=a+ (b+10)

oder wegen 1.:
(b+a)+b=(a+b)+Db

und schliefSlich wegen des erweiterten 6.:
b+a=a+0d.

Vgl. A. Loewy: Lehrbuch der Algebra I, Leipzig 1915, S. 41.

7. (zu S. 7) Dafl die Existenz von wenigstens zwei Elementen gefordert wird, hat seinen
Grund darin, dafl sonst ein aus der 0 allein bestehendes System bereits ein Korper wére. Es
ist bequem, diesen trivialen Sonderfall auszuschlieSfen. Um nicht einzig diesen Sonderfall zu
bekommen, mufl dann ferner in 7. a # 0 gefordert werden, denn sonst wiirde aus 7. wegen
0 -z = 0 folgen, daBl jedes b = 0 wére.

8. (zu S. 7) DaB zwar die Null des Systems mit dem gewohnlichen Zahlzeichen 0 bezeichnet
wird, die Einheit dagegen nicht mit 1, hat seinen Grund darin, daf§ zwar die Systemnull
alle Recheneigenschaften der Zahl 0 besitzt, die Systemeinheit € aber nicht notwendig alle
Eigenschaften der Zahl 1, z. B. nicht die, dafl stets ¢ + -+ + & # 0 ist. (Vgl. S. 12.) Auch
werden die gewohnlichen ganzen Zahlen in ihrer Bedeutung als Anzahlen neben den Vielfachen
von € gebraucht.

9. (zuS.7) Fiir den Beweis dieser Séitze vergleiche etwa H. Hasse: Hohere Algebra I, Sammlung
Goschen 931 (1926); O. Haupt: Einfithrung in die Algebra I, Leipzig 1929, Kapitel 9.

10. (zu S. 7) Daf die Restklassen nach einer Primzahl p einen Korper bilden, sieht man etwa
so ein:

Sind a; + m;p und a; (i = 1,2) Elemente der gleichen Restklasse, so gilt dasselbe von
Summe, Differenz und Produkt wegen:

(a1 +mip) £ (a2 + map) = (a1 + az) + (M1 £ m2)p

und
(a1 +mip)(az2 + map) = araz + p (miaz + moai + mymap).

Also sind Summe, Differenz und Produkt von Restklassen durch die entsprechenden Opera-
tionen mit den Elementen eindeutig bestimmt. Ist A eine die 0 nicht enthaltende Restklasse
und a ein beliebiges Element aus A, so ist a nicht durch p teilbar, also, da p Primzahl ist,
teilerfremd zu p; es gibt also zwei ganze Zahlen m und n, so dafl ma + np = 1 ist. Dann ist
die m enthaltende Restklasse die reziproke zu A. Wenn schliellich b in B liegt, so ist die mb
enthaltende Restklasse der Quotient von B durch A. Daf die so eingefithrten Kompositionen
der Restklassen den Korperpostulaten geniigen, verifiziert man jetzt leicht. Insbesondere folgt
die Eindeutigkeit der Division aus der Primzahleigenschaft von p.

11. (zu S. 8) Denn mit « und S kommen auch o + 3, a - 3, % (8 #0) in allen Korpern aus

S vor.

12. (zu S. 8) Der fiir die Anwendungen wichtigste Spezialfall dieses Satzes ist der folgende: 84
bildet einen sog. Kérperturm, das ist ein wohlgeordnetes System von Koérpern derart, dafl
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jeder Korper aus 4 alle ihm in der Wohlordnung vorangehenden als Teilkérper enthélt und
von allen ihm in der Wohlordnung von 4 nachfolgenden Kérpern enthalten wird. [Wegen des
Begriffs der Wohlordnung vgl. § 19.]

Kurz gesagt besagt Satz 2, dafl unter den gemachten Voraussetzungen die Vereinigungs-
menge der Korper aus U selbst ein Korper ist.

13. (zu S. 8) Man beachte bei diesem Beweis, dafl im Gegensatz zu Satz 1 nicht vorausgesetzt
wird, daf} alle Korper aus 4 Teilkorper eines bestimmten Korpers sind; deshalb ist es notig,
die Komposition der Elemente des Vereinigungskorpers K erst zu definieren.

14. (zu S. 9) Und nur dann.

15. (zu S. 9) Denn dies Endresultat ergibt sich ebenfalls, wenn man auf einmal die Vereini-
gungsmenge von &1, &g, ..., &, adjungiert.

16. (zu S. 9) Neuerdings ist die folgende Verallgemeinerung der Integritétsbereiche, die
sogenannten Ringe, wichtig geworden: in Ringen wird auf die Existenz des Einheitselementes
und das Verbot der Nullteiler [d. s. von Null verschiedene Zahlen, deren Produkt mit gewissen,
ebenfalls von Null verschiedenen Zahlen verschwindet| verzichtet; im iibrigen gelten die gleichen
Gesetze wie in Integritdtsbereichen.

Vgl. hierzu H. Hasse: Hohere Algebra I; O. Haupt: Einfiihrung in die Algebra I.

17. (zu S. 9) Wére ndmlich 7 eine zweite Einheit, so wére
e=e-n=mn-=1.

18. (zu S. 10) Da es in Integritdtsbereichen moglich ist, einen Teilbarkeitsbegriff einzufiihren,
so ist das Studium von Integritdtsbereichen (wenigstens solcher, die keine Korper sind) fiir
arithmetische Untersuchungen charakteristisch (vgl. S. 3); jedoch steht hier die Arithmetik im
Dienste der Algebra.

19. (zu S. 10) 1) Wird iiber 2) hinaus benétigt, um 2oa folgern zu konnen.
€

20. (zu S. 11) Wie stark die Forderung der Endlichkeit des Systems ist, zeigt auch der Satz
von Maclagan Wedderburn (vgl. etwa E. Artin: Hamb. Abhdlg. Bd. 5 (1928), S. 245), der
besagt, daf} jeder nur aus endlich vielen Elementen bestehende Schiefkorper [das ist ein Kérper
unter Verzicht auf die Forderung der Kommutativitat der Multiplikation] doch ein Koérper
mit kommutativer Multiplikation ist.

21. (zu S. 11) Zwei Korper gehoren dann und nur dann zum gleichen Typus, wenn sie
isomorph sind.

22. (zu S. 12) Man konnte denken, dafl es verniinftiger wére, von der Charakteristik oo
statt von der Charakteristik 0 zu sprechen, da hier alle unendlich vielen Vielfachen von ¢
verschieden sind, wihrend bei der Primzahlcharakteristik p es nur genau p verschiedene gibt.
Die Bezeichnung Charakteristik 0 erscheint aber bei folgender Uberlegung als naturgemif:
Bei der Charakteristik p ist dann und nur dann me = m’e, wenn m = m’ (mod p) ist, d. h.
wenn p ein Teiler von m’ — m ist. Bei der Charakteristik 0 gilt dann entsprechend: dann und
nur dann ist me = m’e, wenn m = m’, d. h. m = m’ (mod 0) ist, also 0 Teiler von m' — m ist.
Denn im Bereich der natiirlichen Zahlen ist 0 Teiler einzig und allein von 0.
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23. (zu S. 12) Oder auch so: Nach S. 10, letzter Absatz des § 3, ist jeder endliche Integritéts-
bereich ein Kérper. Vgl. auch Erl. 10.

24. (zu S. 12) Denn sie haben alle denselben Primkorper.

25. (zu S. 12) Der Begriff der dquivalenten Erweiterungen, bei dem ein bestimmter Grund-
korper ausgezeichnet ist, ist fiir die Galoissche Theorie fundamental.

Andere Bezeichnungen fiir denselben Sachverhalt sind: £ und £’ sind isomorph relativ zu
R oder in bezug auf K oder iber K.

26. (zu S. 12) Beispiel von zwei nicht aquivalenten Erweiterungen eines Korpers, die isomorph
sind (die hier benutzten Begriffe und Tatsachen werden erst an spéterer Stelle des Textes
auseinandergesetzt): Sei £ ein beliebiger Korper, 81 = RK(t) eine einfache transzendente
Erweiterung (vgl. S. 14) von R. Wir erweitern £ einerseits durch Auflésen der Gleichung
22 —t = 0 zu einem Korper Ry, andererseits durch Auflésen der Gleichung 23 —t = 0 zu einem
Korper 83 (die Moglichkeit und Eindeutigkeit dieser Erweiterungen zeigt § 6, Satz 2). Die
entstehenden Korper sind beide isomorph zu &1, also auch untereinander (vgl. § 5, Satz 2);
aber es sind nicht dquivalente Erweiterungen von K1, denn [Rg : R1] =2, [R3 : R1] =3 (vgl. §
7, Satz 4).

27. (zu S. 14) In Ubereinstimmung mit der iiblichen Definition ist also ein Element x dann

und nur dann algebraisch iiber dem Koérper &, wenn es einer Gleichung i ¢;x' = 0 mit nicht
sémtlich verschwindenden Koeffizienten ¢; aus £ geniigt. =
28. (zu S. 14) Es sind zunéchst zwei logisch verschiedene Operationen: + und - da, einmal
die bloB formalen, die in Xayz* durch das Zeichen ¥ und die Zusammenstellung ay, -2 - ...z
angegeben sind; dann die im Text ausdriicklich definierten Operationen (2.), auf Grund
deren J Integritatsbereich ist. Man hat, um die Behauptung des Textes zu beweisen, die
ersten ,,Operationen* auf die zweiten zuriickzufithren. Dazu ist zu zeigen, dafl aus x, d. h.
0-204¢-2'4+0-22+---, und den Elementen aj, d. h. a; -2 +0-z' +0-22 4+ ---, das
Element agx’ 4+ ajzt + - -+ nach den Regeln (2.) zusammengesetzt ist.

Eine ausfiihrliche Darstellung findet sich bei H. Hasse: Hohere Algebra I, Kap. 1, § 4; O.
Haupt: Einfiihrung in die Algebra I, Kap. 7, 1-4.

29. (zu S. 15) Das FEulersche Verfahren ist das vollstindige Analogon fiir ganze rationale
Funktionen zum Fuklidischen Algorithmus der elementaren Zahlentheorie.

30. (zu S. 15) Denn es ist ¢ = f(x) g1(z) + g(z) fi(x) fir geeignete g1(x), fi(x); also h(z) =
h(z) f(x) g1 (z) + h(z) g(z) fi(x). Weiter ist f(x)h(xz) = g(x) hi(x), also

h(z) = g(x) [h(z) g1(x) + h(z) f1(z)].

31. (zu S. 15) Denn die Annahme, daf f(z) - h(z) und g(z) nicht teilerfremd sind, fiihrt
zu einem Widerspruch mit Satz 3, wenn man dort g(x) durch den gemeinschaftlichen Teiler
ersetzt.

32. (zu S. 18) Aus ad — bc = 0 wiirde namlich folgen, dafl entweder y vom Grade 0 oder
y = 0 ist.

33. (zu S. 18) Wir erhalten also die Gesamtheit der isomorphen Abbildungen von £(z) auf
sich, bei denen die Elemente von R jeweils sich selbst zugeordnet werden, wenn wir auf das
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primitive Element z alle méglichen ganzen und gebrochenen linearen Transformationen mit
nicht verschwindender Determinante anwenden. Denn unter Beachtung von § 5, Satz 2 ergibt
sich, daf} wir alle derartigen Isomorphismen erhalten, indem wir = in ein beliebiges, primitives
Element von &(x) tiberfiihren.

34. (zu S. 18) D. h. &, hat in der Terminologie des § 23 den Transzendenzgrad n iiber Ry.

35. (zu S. 19) An sich wiirde es geniigen, als Induktionsanfang den Satz fiir n = 1 als richtig
nachzuweisen, was trivial ist. Es wird jedoch fiir den allgemeinen Beweis der Spezialfall n = 2
unseres Satzes benotigt.

36. (zu S. 19) Auch die Zuordnung: xy,...,Z, 2U Yy,, ..., Yy, (in anderer Reihenfolge) liefert
eine isomorphe Abbildung. Durch mehrfache Anwendung des Satzes 9 ergibt sich auch, dafl

durch irgendeine Permutation der z1,...,x, wieder ein System z,,,...,x,, von sukzessiv
adjungierten Transzendenten im Sinne von Satz 9 entsteht. Also liefert jede Permutation der
x eine isomorphe Abbildung von £y(x1, ..., z,) auf sich unter Festhaltung von K.

37. (zu S. 20) Vgl. O. Haupt: Algebra I, Kap. 11, 7.

38. (zu S. 21) Fiir Kenner der Idealtheorie:

Die Nullklasse, das Hauptideal mit der Basis ¢(z), ist dann und nur dann Primideal, wenn
¢(x) irreduzibel ist. Die Restklassenbildung nach diesem Ideal liefert stets einen Ring, der
dann und nur dann ein Koérper ist, wenn die Nullklasse ein Primideal ist. Vgl. E. Noether:

Idealtheorie in Ringbereichen, Math. Ann. Bd. 83 (1921).
39. (zu S. 21) Die Notwendigkeit dieser Bedingung ist ebenfalls gezeigt worden.

40. (zu S. 23) Die Zuordnung zwischen den nicht in & enthaltenen Elementen von £ und
denen von & ist sogar umkehrbar eindeutig gedacht.

Dieser scheinbar iiberfliissig umstéindliche Beweis erklirt sich daraus, daf8 € keine Erwei-
terung von £, sondern nur eine Erweiterung des zu £ isomorphen Korpers £ ist. — Man
konnte sich allerdings auch einfacher auf die Tatsache berufen, dafl isomorphe Korper nicht
wesentlich verschieden sind, dafl es also keine Einschréankung der Allgemeinheit ist, wenn man
von vornherein einen geeigneten zu £ isomorphen Korper £ erweitert.

41. (zu S. 23) Wie stets bei Erweiterungen ist eine kleinste, die betreffende Aufgabe l6sende
Erweiterung gemeint. D. h. also, in keinem echten Teilkérper von £(j) ist eine Nullstelle von
©(z) enthalten.

42. (zu S. 23) Dagegen gibt es n linear unabhiingige Elemente: ¢, j, ..., 77~ !. Insbesondere
sind die Grade aller Elemente von £ hochstens n.

Dieser Satz ist das auf S. 16 angekiindigte Gegenstiick zu dem dortigen Satz 5 iiber einfache
transzendente Erweiterungen.

43. (zu S. 24) Da der Korper aller komplexen Zahlen innerhalb seines Typus sich nicht rein
algebraisch charakterisieren 148t, dies vielmehr nur unter Zuhilfenahme von Stetigkeitsaussagen
moglich ist, so ist die Bezeichnung des Satzes, dafl dieser Korper algebraisch abgeschlossen
ist, als Fundamentalsatz der Algebra heute sehr umstritten. Vgl. H. Hasse: Hohere Algebra
II, S. 79. Man ist geneigt, dem Steinitzschen Satz, daf} sich jeder Korper auf eine und im
wesentlichen nur auf eine Weise zu einem algebraisch abgeschlossenen erweitern 148t, diesen
Namen zu erteilen. Vgl. § 21, Satz 9.
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44. (zu S. 24) Sonst wiren ja die a; linear abhéngig.

45. (zu S. 25) Denn wenn | ¢;x | # 0 ist, so ist das Gleichungssystem nach den «y, auflosbar.
Ist aber | ¢ | = 0, so sind die 3; untereinander linear abhéngig. Vgl. S. 7, 1).

46. (zu S. 25) Aus diesem Satz folgt leicht der sog. Kronecker-Knesersche Satz, der besagt:

Enthalten die Korper £ und £ den Korper £ und sind endlich iiber ihm, sind weiter
£1 und £9 zugleich in einem Korper enthalten und ist 98 der kleinste £1 und £9 enthaltende
Korper, so ist B iiber £1 und £2 endlich und es gilt:

[B: R =[B:L1] £ : K
=[B: L] [L£2: K]

47. (zu S. 26) Insbesondere ist also £(j) endlich tiber 8 — [j : K] ist der Grad der irreduziblen
Gleichung in R, der j geniigt. Vgl. S. 22.
Der Beweis erfolgt am einfachsten durch Hinweis auf § 6, Satz 3 (nebst Erl. 42).

48. (zu S. 26) Dieser Satz ist ein Seitenstiick zu § 5, Satz 7.

Uber das Verhiltnis des dortigen Gradbegriffes zu dem hier benutzten ist folgendes zu
bemerken: Dort wurde der Grad einer rationalen Funktion ¢(z) von x definiert, und zwar so,
dafl man ihn mit [R(x) : R(p(x))] gleichsetzen kann, d. h. der Grad des umfassendsten Korpers
iiber dem Zwischenkorper. Hier wird der Grad von j durch [R(j) : £] definiert, also durch den
Grad des Zwischenkdrpers iiber dem Grundkorper. Daher sind dort primitive Elemente solche
mit minimalem Grad, hier solche mit maximalem Grad. Dort ist natiirlich [R(¢(x)) : R] = oo,
wihrend hier [£ : R(j)] ebenfalls endlich ist.

49. (zu S. 26) Wegen S. 23 gilt: R(j1, ..., jv) = &1, - .-, Ju], also: Jede rationale Funktion von
iiber R algebraischen Elementen 148t sich auch als ganze rationale Funktion dieser Elemente
darstellen.

50. (zu S. 27) Wegen § 7, Satz 1.

51. (zu S. 28) Natiirlich ist die Erweiterung wieder so zu konstruieren, dafl kein echter Teil
von ihr die verlangte Eigenschaft hat.

52. (zu S. 28) Der Beweis des folgenden Satzes 1 erfordert nur die Einfithrung eines Korpers
M, der zur vollstandigen Zerfallung von f(x) gerade hinreicht, nicht aber seine Herleitung
aus einer Erweiterung £.

53. (zu S. 29) Das hier erhaltene Ergebnis werde noch einmal spaterer Anwendung halber
prazisiert:

Sei mo ein Isomorphismus zwischen den Kérpern Ko und Ro; weiter sei f(x) ein irreduzibles
Polynom aus R und f(z) das ihm durch o zugeordnete, also irreduzible Polynom aus Ro; sei
schliefllich &1 = £o(j) bzw. K1 = Ro(j) eine solche einfache Erweiterung von Ky bzw. Ko, daf
j bzw. j Nullstelle von f(z) bzw. f(x) ist.

Dann gibt es einen Isomorphismus w1 zwischen R und K1, der eine Erweiterung des

n—1 . _ _
Isomorphismus g ist, und bei dem dem Element Y ¢;j* (wo n = [R1 : 8] = [R1 : Ro] ist) das
i=0
n—1 _ .
Element Y ¢ zugeordnet ist, wobei ¢; aus & und ¢; das ¢; durch mo zugeordnete Element
i=0

aus Ry ist; speziell ist also j das Element j zugeordnet.
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Zur Frage der Isomorphismenerweiterung vergl. R. Dedekind: Suppl. XI in Dirichlet-
Dedekind: Zahlentheorie, 4. Aufl. Braunschweig 1894; R. Dedekind: Uber die Permutationen des
Korpers aller algebraischen Zahlen, Festschrift aus Anl. d. 150 jahr. Bestehens d. Géttinger Ges.
d. Wiss. 1901. Vgl. auch Anhang A, S. 101, Lemma 1 a, sowie R. Baer: Abbildungseigenschaften
algebraischer Erweiterungen, § 3; (erscheint demnéchst in der Math. Zeitschr.).

54. (zu S. 29) Damit ist alles bewiesen, was an algebraischen Tatsachen bekannt sein muf,
um den Satz von der Existenz und eindeutigen Bestimmtheit des zu einem Korper gehorigen,
iber ihm algebraischen, algebraisch abgeschlossenen Korpers zu beweisen. Da jedoch die erst
in § 19 auseinandergesetzten mengentheoretischen Methoden benétigt werden, schieben wir
den heute bedeutend einfacher, als es Steinitz gelang, zu fithrenden Beweis erst an spéterer
Stelle ein.

55. (zu S. 29) Das ist ganz analog zu § 6, Satz 2. — Doch ist die Eindeutigkeit hier in
dem Sinne schérfer als dort, als in einem Koérper zwar mehrere kleinste Erweiterungen des
Grundkorpers enthalten sein konnen, die eine Nullstelle eines bestimmten Polynoms aus dem
Grundkorper enthalten, aber nur eine einzige, die alle Nullstellen des fraglichen Polynoms
enthalt.

56. (zu S. 30) Fir die normalen Erweiterungen ist auch die Bezeichnung: Galoisscher Erwei-
terungskorper iiblich.

57. (zu S. 30) Das wird in Satz 4 gezeigt werden.

58. (zu S. 30) Die mit normalen Funktionen gebildeten Gleichungen heiflen auch Galoissche
Gleichungen.

59. (zu S. 30) Der Satz 4 148t sich auch durch Spezialisierung des Satzes 6 auf S. 31 gewinnen.
Trivialerweise gilt von Satz 4 auch die Umkehrung.

60. (zu S. 31) Denn bei irgendwelchen Permutationen der j geht h(x) in sich tiber; symmetri-
sche Funktionen lassen sich aber aus den elementarsymmetrischen, d. s. die Koeffizienten von
f(z), rational mit Koeffizienten aus Ry aufbauen. (Satz von den symmetrischen Funktionen.)

Vgl. O. Haupt: Einfithrung in die Algebra, Kap. 8; A. Korselt: Vereinfachter Beweis des
Hauptsatzes iiber symmetrische Funktionen, Jahresber. D. M.-V. Bd. 37 (1928), S. 327-330.

Einen Beweis des Satzes 4 ohne Benutzung des Satzes von den symmetrischen Funktionen
erhdlt man, wenn man bedenkt, dafl Satz 4 eine triviale Folgerung aus Satz 6, Satz 6 ein
Spezialfall des Zusatzes 2 zu Satz 1 des Anhanges A (S. 103) ist, der ohne Benutzung des
Satzes von den symmetrischen Funktionen bewiesen wird.

61. (zu S. 31) ¢(x1,22,...,2,) ist deshalb eine ganze Funktion der x; mit Koeffizienten aus
Ro, weil 9 aus Ky durch sukzessive Adjunktion der algebraischen Elemente ji, jo, ..., jn
erhalten wird (vgl. Gleichung (6.) auf S. 23 und Erl. 49).

62. (zu S. 31) Dieser Satz und ebenso Satz 4 lassen sich auch ohne Benutzung des Satzes
iiber symmetrische Funktionen beweisen; allerdings werden dann tiefer liegende Sétze aus der
Galoisschen Theorie gebraucht. Vgl. Erl. 60.

63. (zu S. 32) Die Definition der Ableitung einer rationalen Funktion einer Unbestimmten x
mit Koeflizienten aus einem Korper R wére einfacher durch die folgenden Festsetzungen zu
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gewinnen:
de
1. — =0, wenn ¢ Element aus g,
dx
dx
2. — =1
dx ’

5 dx dx + dz ’
\ AWE) o) _ B0 ) dolo) g
Dann sind die Beziehungen:
d i a;x n
=0 _ . i—1
1a = Zzzl Ta;xt
dlf(z) —g(z)] _ df(x) dg(x)
dx dx dx
f(z x T
dx [g(z)]? ’

leicht ableitbar.

Vgl. hierzu B. L. v. d. Waerden: Algebraische Theorie der Differentiation, Nieuw Archief
voor Wiskunde Bd. 15 (1926) S. 111-120; R. Baer: Algebraische Theorie der differentiierbaren
Funktionenkoérper I, Sitz.-Ber. d. Heidelberger Ak. d. Wiss. Math.-nat. Kl. 1927 (8), S. 15.

64. (zu S. 36) Satz 4 und ebenso Satz 4a auf S. 36 gelten nur bei Ubergang zu geeigneten
Erweiterungskorpern.

65. (zu S. 35) Oder auch: Fir p = 2 ist —¢ = +¢, also —b = +b.

66. (zu S. 36) Diese Sétze lassen sich auch ohne weiteres auf rationale Funktionen ausdehnen,
indem man diese als Quotienten teilerfremder Polynome darstellt. Ist ndmlich in einem
geeigneten Erweiterungskorper die rationale Funktion: R(x) = (x — a1)™ -+ (x — )", wo
die r; positive oder negative ganze Zahlen sind, so wird:

R(z) = fi(z) (f-1(x)) 7" (f2(2))? (foa(@) 72+,

wobei f,(z) wie im Text, f_,,(x) als das Produkt aller der einfach genommenen Linearfaktoren
von R(z) zu definieren ist, die in R(x) genau in der Potenz —m auftreten, bzw. = &, wenn es
keine derartigen Linearfaktoren gibt.

Wendet man jetzt die Sétze 5, 6, 7 auf Zahler und Nenner von R(x) an, die ja Polynome
sind, so ergibt sich die Gultigkeit der Sétze 5, 6, 7 sowohl fiur die Funktionen f,,(x) als auch
fiir die Funktionen f_,,(z).
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67. (zu S. 36) Beim Beweise dieser Sitze bedenke man, daf der Ubergang von F(x) zu F'(z)
geméafl den Festsetzungen auf S. 32 ebenso wie die Bildung des gréfiten gemeinschaftlichen
Teilers nach dem Fulerschen Verfahren auf S. 15 rationale Operationen sind.

68. (zu S. 36) Hieraus folgt nicht, daf sich f,,(x) rational ermitteln la8t, was auch i. a.
unmoglich ist, da gelegentlich noch pf-te Wurzeln ausgezogen werden miissen, z. B. bei
2P —u =0 in P,(u) auf S. 38.

69. (zu S. 37) Wegen Gleichung (4.) auf S. 35.
(

70. (zu S. 38) Diese Sétze konnen natiirlich auch zur Definition von ,vollkommen* dienen.

71. (zu S. 38) Es werden zunéchst Beispiele von vollkommenen und unvollkommenen Kérpern
der Charakteristik p gegeben, ehe der Beweis der Sétze 1, 2 vollendet wird.

72. (zu S. 38) B, ist ja dem Korper der Restklassen nach der Primzahl p isomorph.

73. (zu S. 38) Der gleich zu beweisende Satz 2 besagt also unter anderem, dafl jeder Korper
£ = R(u), wo K von der Charakteristik p ist, unvollkommen ist.

74. (zu S. 39) Vgl. § 10, Satz 1.

75. (zu S. 39) Der Satz der primitiven Elemente ist in der Literatur auch unter dem Namen
Abelscher Satz bekannt.

76. (zu S. 39) Hier ist die Anwendung von § 2, Satz 3 doch zu schweres Geschiitz. Ein Element
9 liegt eben in der einfachen Erweiterung K(17).

77. (zu S. 39) Denn jedes Element aus £ ist in einem der &; enthalten.

78. (zu S. 40) Der Schluf des Beweises 148t sich etwas einfacher gestalten:

Hat man das Element p aus £ wie im Text bestimmt, so dafl also die m - n Elemente
a; + pPy sdmtlich verschieden sind, so setzen wir v = a + pf = ag + pf1. Wir ermitteln
zundchst den grofiten gemeinsamen Teiler von g(z) und f(y — ux).

Es hat g(z) die Nullstellen 8 = 1, B2, ..., Bn; die Nullstellen von f(vy — px) sind die

S + B817); es fragt sich,

Losungen der Gleichungen v — pxr = o (i = 1,...,m), z =

wann einer dieser Ausdriicke gleich einem fj, ist. Das ist dann und nur dann der Fall, wenn
a1 + uP1 = a; + uPy ist, und dies tritt dann und nur dann ein, wenn ¢ = k = 1 ist. Also ist
B = B die einzige g(z) und f(y — px) gemeinsame Nullstelle; ihr grofiter gemeinsamer Teiler
ist also x — 5. Da dieser sich aber rational ermitteln a8t und g(z), f(v — pz) Polynome aus
R(v, z) sind, so liegt auch = — f in K(v,z), d. h. § ist ein Element aus K(7). Da schlieflich
a =y — pp ist, so ist auch « ein Element aus £(). Vgl. H. Hasse: Hohere Algebra II, S. 82-84.

79. (zu S. 41) Oder auch: Denn £ wird auf einen Teilbereich von K, also auf einen echten
Teil von £, umkehrbar eindeutig abgebildet, ndmlich auf den Bereich der p-ten Potenzen von
Elementen aus £. Also ist £ unendlich und da £ umkehrbar eindeutiges Bild eines Teiles von
R ist, ist auch & unendlich.

80. (zu S. 42) Wegen Gleichung (4.) auf S. 35.

81. (zu S. 42) Denn nur unendliche Mengen gestatten eine umkehrbar eindeutige Beziehung
auf einen echten Teil von sich.

) 1 ist ja nach der Art seiner Wahl sicher # 0.
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82. (zu S. 43) Die Konstruktion von &P lieBe sich an sich durch wiederholte Anwendung
von § 6, Satz 2 ausfiihren; da aber dieser Satz ev. unendlich oft angewendet werden miifite, so
wére die Heranziehung neuartiger mengentheoretischer Methoden notwendig geworden.

83. (zu S. 43) Die Korperfolge 87" ist ein in beiden Richtungen offener Korperturm:

n n+1

—(n+1 — -1 n
o> g )>ﬁp > >R SASA > >R >KP T > ...,

84. (zu S. 45) Der Begriff Wurzelelement ist also in einem spezielleren Sinne zu verstehen,
als iiblich ist.

85. (zu S. 45) Die Mitfithrung von ¥ (statt £) wird im folgenden nicht benétigt und hétte
daher unterbleiben kénnen.

86. (zu S. 46) Der Begriff der algebraischen Erweiterung erster Art ist fir die Galoissche
Theorie insofern fundamental, als er die genaue Grenze der Giiltigkeit des Fundamentalsatzes
von der eindeutigen Zuordenbarkeit der Zwischenkérper zu den Untergruppen angibt.

Vgl. Anhang A, Zusatz zu Hauptsatz 1, S. 106.

87. (zu S. 47) Allerdings i. a. erst in einem geeigneten Erweiterungskorper.

88. (zu S. 48) Der Beweis von Satz 4 148t sich einfacher in folgender Weise fiihren:

Es sei £ eine algebraische Erweiterung des vollkommenen Korpers £ und ¢(z) irgendein
irreduzibles Polynom aus £. Dann ist ¢(x) Teiler eines irreduziblen Polynoms f(x) aus &, wie
aus § 7, Satz 9 folgt. Da f(x) in jeder Erweiterung von £ nur einfache Nullstellen haben kann
(R ist ja vollkommen), so gilt dasselbe von (), d. h. £ ist vollkommen. — Bei diesem Beweis
wird auch Satz 3 entbehrlich.

89. (zu S. 48) Diese Bedingung ist nicht nur hinreichend, sondern auch notwendig, wie gezeigt
wird.

90. (zu S. 49) Die Bedingung in Satz 7 stellt auch die Giiltigkeitsgrenze des Abelschen Satzes
[vom primitiven Element] dar, der fiir endliche Erweiterungen, die nicht von erster Art sind,
nicht mehr allgemein gilt; vgl. § 14.

91. (zu S. 50) Nimmt man hinzu, dafl jede isomorphe Abbildung von 9t auf sich gewonnen
werden kann, indem man das primitive Element j; durch ein anderes jj ersetzt, so ergibt sich
aus vorstehendem der Satz von der Gleichheit von Basisgrad [91 : £] und Abbildungsgrad
[= Anzahl der verschiedenen isomorphen Abbildungen von 91 auf sich unter elementweiser
Festhaltung von R].

Vgl. R. Dedekind: XI. Suppl. in Dirichlet-Dedekind: Zahlentheorie, 4. Aufl.; O. Haupt:
Einfithrung in die Algebra II, S. 578, Anm. *); Anhang A, Satz 3 a), S. 104.

92. (zu S. 51) Damit ist der eine Hauptsatz der Galoisschen Theorie bewiesen, der besagt,
daf} jeder Untergruppe von & ein und nur ein Zwischenkorper entspricht.

Der zweite Hauptsatz, der besagt, dafl dabei auch jedem Zwischenkorper genau eine Unter-
gruppe entspricht, ergibt zusammen mit dem ersten ein umkehrbar eindeutiges Entsprechen
von Zwischenkoérpern und Untergruppen. Es gilt dann und nur dann der erste Hauptsatz,
wenn N erster Art iiber R ist, der zweite Hauptsatz, wenn tiberdies 91 endlich iiber £ ist.

Vgl. Anhang A, Zusatz zu Hauptsatz 1, S. 106, und Hauptsatz 3, S. 108.
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93. (zu S. 51) Fir die Galoissche Theorie ist weniger die Frage wichtig, ob alle {iber einem
Grundkérper endlichen Korper iiber diesem einfach sind, die hier behandelt wird, als vielmehr
die durch § 13, Satz 7, Satz 8 zur einen Halfte beantwortete Frage, wann alle Zwischenkorper
zwischen festem Grund- und Oberkorper iiber dem Grundkoérper einfach sind.

94. (zu S. 51) Wegen § 13, Satz 1.

95. (zu S. 52) Zu diesem Begriff vgl. die entsprechenden Begriffe auf S. 46 und die dortige
Fufinote.

96. (zu S. 52) Nach Satz 3.
97. (zu S. 52) Da 6 nach Satz 1 Wurzelelement iiber £ ist.

98. (zu S. 53) Der Fall f = 0 ist trivial, weil dann £ = £( ist und mithin v bereits die
verlangte Eigenschaft hat.

99. (zu S. 53) Nach § 13, Satz 5.

100. (zu S. 54) Im Falle n = 1 ist es unnétig zu fordern, dafl ¢y # 0 sein soll, da dies dann
bereits aus A # 0 folgt.

101. (zu S. 54) M, ist der Durchschnitt von 9t und £,.

102. (zu S. 55) Die bezeichneten Sétze miissen deshalb herangezogen werden, weil bei
den Betrachtungen dieses Paragraphen stets die Unvollkommenheit der fraglichen Kérper
vorausgesetzt wurde, im Satz III dies aber nicht geschieht.

103. (zu S. 56) Beispiel eines unvollkommenen Korpers, der die Bedingung des Satzes IV
erfiillt:

Sei P, der Primkérper der Primzahlcharakteristik p; weiter sei 8 = 3, (¢) eine einfache,
transzendente Erweiterung.

AP besteht dann aus allen rationalen Funktionen von ¢ mit Koeffizienten aus B, da a” = a
in B, und die Gleichungen (1.), S. 42, gelten. Also ist & = P,(¢?) und wegen R = RP(t) > KP
wird [R : 8] = p und K unvollkommen nach § 11, Satz 2.

104. (zu S. 56) Vgl. Erl. 20.
105. (zu S. 57) Ist n =rd, so ist

r—1

prot=p =1 = (")t - ).

i=0
106. (zu S. 57) DaB jeder Teilkérper einem Teiler von n entspricht, folgt einfach daraus, daf
sein Grad d Teiler des Grades n sein mu$.
107. (zu S. 58) Wegen Satz 6.
108. (zu S. 59) Als endlicher Kérper nach § 12, Satz 2.
109. (zu S. 59) Also ist jeder endliche Kérper iiber jedem seiner Teilkorper einfach.

110. (zu S. 60) Der Begriffsbildung G-Zahl dhnlich sind die idealen Zahlen im Sinne von
Priifer. Vgl. H. Priifer: Neue Begriindung der algebraischen Zahlentheorie, Math. Ann. Bd.
94 (1925), S. 198.
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111. (zu S. 61) Der Beweis der Sétze 2 und 3 148t sich folgendermaflen vereinfachen:
o0
Sei m = [] ¢/ die vorgelegte G-Zahl und B = P, (p # 0) der fragliche Primkorper.
i=1

Weiter sei r,, der grofite gemeinschaftliche Teiler von m und n!. Die verschiedenen unter den
Zahlen ry, seien der Groéfle nach numeriert: s1, s, ..., Si, Sit1, -... Es ist dann s; Teiler von
siv1 (1 =1,2,...). Wir konnen annehmen, dafl die Reihe der s; unendlich ist, da sonst die
fragliche G-Zahl eine gewohnliche, endliche Zahl wére, und in diesem Fall die beiden Satze
bereits in § 15 bewiesen sind.

ad 2. Wir konstruieren eine Korperkette:

1. Ry =P

2. Sei bereits £, konstruiert und habe den Typus €, 5. ,. Dann betrachten wir 27™" —z =
0 als Gleichung aus £,,—1. Nach § 8, Satz 2 gibt es einen Kérper £, der algebraischer
Erweiterungskoérper von £,_; ist und zur vollstindigen Zerfdllung dieser Gleichung
gerade hinreicht. Nach § 15, Satz 1 hat dieser Kérper den Typus €, ,,; man beachte
dazu auch § 15, Satz 3 und die Tatsache, daf} s, Teiler von s, ist.

Ist so fir jede ganze Zahl n = 0 der Korper 8, konstruiert, so ist nach § 2, Satz 2 die
Vereinigungsmenge £ dieser Korper &, selbst ein Korper. Jeder endliche Teilkorper 148t sich
durch Adjunktion von endlich vielen Elementen gewinnen, wird also von einem Korper &,
umfafit; sein Grad ist also ein Teiler eines s,, da ja auch £ Koérper aller Typen €, ,, enthilt,
d. h. der Grad von £ ist das kleinste, gemeinsame Vielfache der Zahlen s,. Da andererseits
das kleinste, gemeinschaftliche Vielfache der Zahlen s,, ihrer Konstruktion nach die G-Zahl m
ist, so hat der absolut algebraische Korper £ — jeder Koérper K, ist ja absolut algebraisch —
wie verlangt den Grad m.

ad 3. Sei auch £’ absolut algebraisch vom Grad m und der Charakteristik p; wir wollen
zeigen, dafl £ und £’ isomorph sind.

Wir konstruieren eine Kette von Teilkérpern von £':

1. 8, =%, der Primkorper von £; dann gibt es einen Isomorphismus 7y zwischen £y und
R, da £ und £’ die gleiche Charakteristik haben.

2. Sei bereits £],_; und ein Isomorphismus 7,1 zwischen &, _1 und 8&],_; konstruiert; es
hat dann also auch &/, _; den Typus €, 5, ,. Dann gibt es, da m der Grad von £ und
s, ein Teiler von m ist, einen Teilkérper £, von £/, der zur Zerfillung von zP"" —x = 0
gerade hinreicht; da s,,_1 Teiler von s,, ist, ist 2P — 2 Teiler von 2P™" — x, also 8,
Teilkorper von &),. Nach § 8, Satz 1 gibt es dann einen Isomorphismus 7, zwischen £,
und &), der 7,1 umfaft.

Nach § 2, Satz 2 ist dann die Vereinigungsmenge £’ der so konstruierten Korper £, ein
Teilkérper von £. Den Isomorphismus 7 zwischen £ und £ konstruieren wir als ,\Vereini-
gungsisomorphismus® der Isomorphismen 7, wie folgt:

Ist a ein beliebiges Element aus £, so gibt es ein kleinstes n = n(a) derart, dafi a Element
von R, ist. Vermoge m,(,) ist dann dem a ein Element a’ aus £ zugeordnet, und jeder
Isomorphismus 7; mit i = n(a) ordnet dem a dasselbe a’ zu, da jeder Isomorphismus 7 alle
m; mit k = ¢ umfaft.

Dann ordnet 7 dem a eben dieses a’ zu, das dem a durch Tn(a) Zugeordnet wird. Diese
Zuordnung ist eine isomorphe, da die 7, Isomorphismen sind und zwei beliebige Elemente a1,
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ag aus £ bereits gleichzeitig in dem Korper Ryaxjn(ay), n(ap)] auftreten. Dafl durch diesen Isomor-
phismus 7 auch alle Elemente von £’ erschépft werden, folgt daraus, dal £ Vereinigungsmenge
der R), ist und die m, Isomorphismen zwischen &, und £, sind.

Es bleibt also nur noch zu zeigen, daf§ £ = £’ ist. Ist a’ ein beliebiges Element aus £/, so
ist @’ algebraisch tiber P’ [£ ist ja ein absolut algebraischer Korper|, d. h. [a’ : P'] ist eine
endliche Zahl, die nach der iiber £ gemachten Voraussetzung ein Teiler von m ist; also gibt
es eine Zahl s, derart, daf§ [a’ : P’] Teiler von s,, ist. Also ist a’ nach § 15, Satz 5 Element
von 8, welcher Korper ja nach Konstruktion vom Typus €, .. ist, d. h. @’ ist Element von
£ od h =g

Der Leser moge jetzt im Text auf S. 63 bei ,,Wir wollen jetzt* fortfahren.

112. (zu S. 61) Dabei sind die a,, = o, - € durch die ihnen zugeordneten natiirlichen Zahlen
a,, zwischen 0 und p — 1 zu ersetzen.

113. (zu S. 63) 1. Da es sich um Auswahlen aus einem sicher abzéhlbaren, weil absolut alge-
braischen Korper handelt, lassen sich hier die Auswahlen ohne Anwendung des Auswahlprinzips
konstruktiv vornehmen.

2. Bei dem von uns gegebenen Beweise (vgl. Erl. 111) braucht man tiberhaupt keine
Auswahl zu treffen, wenn man noch bedenkt, dal K, durch die ihm auferlegten Bedingungen
eindeutig bestimmt ist.

114. (zu S. 68) Die Betrachtungen der §§ 18, 20 und 21 sind fiir den Beweis der Hauptsétze
8, 9 des § 21 groBtenteils entbehrlich. Dieser Beweis 1483t sich ohne sie wesentlich einfacher
durchfithren, allerdings unter riicksichtsloser Benutzung von Wohlordnungssatz und transfiniter
Induktion (vgl. § 19).

Da die Betrachtungen der §§ 18, 20 und 21 im weiteren Verlauf nicht gebraucht werden
und bis auf § 18, Satz 6 kein selbsténdiges Interesse besitzen, so moge der Leser statt ihrer
die nachstehenden Ausfithrungen lesen. § 18, Satz 6 folgert man nachtraglich leicht aus dem
Hauptsatz 8 des § 21. Beweis von § 21, Satz 8:

A. Nach dem Zermeloschen Wohlordnungssatz gibt es eine Wohlordnung des Polynomsy-
stems S; eine solche halten wir fiir den ganzen Fortgang des Beweises fest.

Wir konstruieren eine Kette von Korpern, deren Anfangsglied K ist.

Sei bereits &, fiir alle Ordnungszahlen ;1 < v derart konstruiert, daf§ 8, Teilkérper von
Rs ist, wenn ¢ < o ist, und seien dabei alle &, algebraisch iiber fo.

Fall 1.: v ist keine Limeszahl. Dann sei f,,(7) das erste Polynom aus S, das in &, 1
noch nicht in Linearfaktoren zerfillt. [Zerfielen bereits alle Polynome aus S in £,_1 in
Linearfaktoren, so wiren wir mit der Konstruktion bereits fertig gewesen.] Dann gibt es nach
§ 8, Satz 2 einen Erweiterungskorper K, von &, _1, der algebraisch {iber K,_1 ist und der zur
Zerféllung von f,,)(z) gerade ausreicht ™).

Dann ist 8, nach § 7, Satz 9 algebraisch tiber Ky und enthélt alle £, mit 0 < p < v.

Fall 2.: v ist Limeszahl. Dann ist nach § 2, Satz 2 die Vereinigungsmenge der Korper £,
mit 0 £ p < v ein Korper &, der algebraisch iiber £ ist — er besteht ja nur aus iiber K
algebraischen Elementen — und der alle £, mit 0 < p < v umfaft.

*) Da R, durch K, nur bis auf Isomorphismen eindeutig bestimmt ist, tritt hier eine allerdings algebraisch
unwesentliche Vieldeutigkeit in der Konstruktion auf.
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Ist ¢ dann die erste Ordnungszahl derart, dal der Konstruktionsschritt des Falles 1. auf
Ry (zur Konstruktion von R,41) nicht mehr anwendbar ist”), so ist &, ein gesuchter Korper.
Denn einmal ist K, wie alle £, algebraisch iiber Ky; weiter zerfallen in K, alle Polynome aus
S vollsténdig, da im entgegengesetzten Fall der Konstruktionsschritt des Falles 1. noch auf
R, anwendbar wére.

B. Sei jetzt £ eine Erweiterung von K, in der alle Polynome aus S vollstdndig zerfallen.
Wir beweisen dann, daf} es einen Teilkérper von £ gibt, der eine zu K, dquivalente Erweiterung
von Ky ist und in dem ebenfalls alle Polynome aus S vollstdndig zerfallen. Damit wird dann
unser Satz vollstindig bewiesen sein.

Zum Beweise unserer Behauptung konstruieren wir eine Kette von Teilkérpern £, von £:

1. £y = Ro, mo die identische Abbildung von Kg auf sich.

2. Sei bereits £, fiir alle 0 < p < v konstruiert und sei 7, ein my umfassender Isomorphismus
zwischen £, und K, derart, dafl 7, von 7, fir o < o umfafit wird.

Fall 1.: v sei keine Limeszahl. Dann gibt es, da in £ alle Polynome aus S vollstdndig
zerfallen, einen kleinsten, £, 1 umfassenden Teilkorper £, von £, der zur Zerfillung von
fo(v) () gerade hinreicht. Nach § 8, Satz 1 gibt es dann einen 7, _; umfassenden Isomorphismus
7, zwischen £, und &,. Offenbar umfait 7, jedes 7, mit 0 < p1 < v, entsprechend £, jedes
£,mit 0= p S v,

Fall 2.: v sei Limeszahl. Dann sei £, die Vereinigungsmenge aller £, mit p < v. Nach §
2, Satz 2 ist dann £, ein Korper. 7, sei dann der Vereinigungsisomorphismus aller 7, mit
0 < p < v, ein Isomorphismus zwischen £, und &,, der alle 7, mit ¢ < v umfafit.

Sind so £,, m, fur alle 0 £ v < ¢ definiert, so zerfillt in £, welcher Korper ein Teilkorper
von £ ist, jedes Polynom aus .S vollstdndig in Linearfaktoren, denn dies gilt fiir &, und wegen
des my umfassenden Isomorphismus 7, sind K, und £, dquivalente Erweiterungen von K.

Der Leser moge jetzt auf S. 84 bei Satz 9 im Text fortfahren.

115. (zu S. 71) Es sei auf die folgenden umfangreicheren Darstellungen der Mengenlehre
hingewiesen:

1. A. Fraenkel: Einfithrung in die Mengenlehre, 3. Aufl. Berlin 1928.
2. F. Hausdorff: Mengenlehre, 1. u. 2. Aufl. Berlin 1913 u. 1927.
3. W. Sierpinski: Legons sur les nombres transfinis, Paris 1928 (Coll. Borel).

1. beriicksichtigt besonders die Grundlagen, 2. die Anwendungen auf Punktmengen, wiahrend
3. mehr die ,reine* Mengenlehre behandelt.

116. (zu S. 71) Ein strenger Beweis fiir diese Behauptung ist bis heute nicht gefiihrt worden;
allerdings ist es ebenso wenig gelungen, das Gegenteil zu beweisen.

117. (zu S. 72) Die Ordnungszahl 0 ist der Ordnungstyp der leeren Menge.

118. (zu S. 73) Geht eine vollstdndige Induktion nicht nur tiber eine Gesamtheit von Ord-
nungszahlen der Form a + n, wo « eine feste Ordnungszahl ist, wihrend n nur natiirliche

*) Dieses o ist hochstens gleich der Ordnungszahl des wohlgeordneten Systems S.
) £, ist durch £,_1 eindeutig, 7, durch m,_1 nur endlich vieldeutig bestimmt; jedoch 14t sich durch
Wohlordnung von £ stets eine eindeutige Bestimmung von 7, durch m,_; erreichen.
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Zahlen durchlduft, so heifit sie zum Unterschied von der gewohnlichen vollstdndigen Induktion
auch transfinite Induktion.

Das Prinzip der transfiniten Induktion wird meist in der folgenden Form angewandt, die
der von Steinitz gegebenen Formulierung dquivalent ist:

Gilt irgendeine Aussage 1. fiir die Ordnungszahl o < 3,
2. fir v + 1 £ B, wenn sie fiir v 2 « gilt,

3. fiir die Limeszahl v mit 8 = v > «, wenn sie nur fiir alle Zahlen g mit v > u 2 «
gilt,

so gilt sie fiir alle v mit o S v < 8.

Von dem Beweis durch vollstdndige Induktion ist die Definition durch vollstdndige
Induktion wohl zu unterscheiden, die sich aber auf eine &hnliche Form bringen 148t. Vgl. hierzu
J. v. Neumann: Uber die Definition durch transfinite Induktion und verwandte Fragen der
allgemeinen Mengenlehre, Math. Ann. Bd. 99 (1928), S. 378 1f., wo auch eine Begriindung
des Begriffs der Ordnungszahl gegeben wird, die keinen Gebrauch von dem etwas suspekten
Begriff des Ordnungstypus macht.

119. (zu S. 85) Denn die Koeffizienten von ¢(z) sind rationale Funktionen der Elemente aus
G mit Koeflizienten aus K; in jedem von ihnen koénnen also nur endlich viele Elemente aus &
auftreten.

120. (zu S. 85) Der Beweis von Satz 2 148t sich auch so wenden:

Sei R(G1) = A1, R1(62) = Ra, R2(63) = R3. Dann ist nach Voraussetzung und § 7, Satz 7
R3 liber KRy, Ry liber Ky algebraisch. Also ist nach § 7, Satz 9 K3 iiber K; algebraisch, mithin
sind die Elemente von &3 in bezug auf (&) algebraisch.

121. (zu S. 85) Ist ndmlich ¥ ein Teilsystem von &, und ¥ iiber K reduzibel, so gibt es ein
Element ¢ in T, so daf ¢ algebraisch iiber £(%) ist, wo T die Gesamtheit der von ¢ verschiedenen
Elemente aus ¥ ist. Also ist ¢ auch iiber (&) algebraisch, wenn & die Gesamtheit der von ¢
verschiedenen Elemente aus & ist; denn ¥ ist ein Teilsystem von &, also &(T) ein Unterkorper

von R(6). Mithin ist & reduzibel iiber K, wenn das Teilsystem T von & es ist.

122. (zu S. 85) Ist ndmlich das System & reduzibel, so gibt es ein Element ¢t in &, so daf§ ¢
von &, der Gesamtheit aller von ¢ verschiedenen Elemente aus &, algebraisch abhingt. Nach
Satz 1 gibt es dann ein endliches Teilsystem T von &, von dem t algebraisch abhingt. Besteht
dann T aus ¢t und den Elementen von ¥, so ist T ein endliches, reduzibles Teilsystem von &.

123. (zu S. 86) Ausfiihrlich lautet der Beweis des Satzes 5 etwa folgendermafien, wobei
wir noch mitbeweisen, daf3 es diber beliebigem Grundkérper irreduzible Systeme beliebiger
Mdchtigkeit gibt:

A. Sei o eine Ordinalzahl der vorgelegten Méchtigkeit und R der fragliche Grundkérper.
Wir konstruieren einen Korperturm:

1. R = A

2. Sei fiir alle 4 < v < o bereits &, konstruiert und zwar so, da§ &) Teilkérper von &, ist,
wenn A\ < g ist.
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Fall 1.: v ist keine Limeszahl. Dann sei 8, = K,_1(x,_1) der aus &,_1 durch Adjunktion
des in Beziehung auf £, _; transzendenten Elementes x,_1 geméafl § 5, Satz 1 entstehende
Kérper. Dann ist &, Oberkérper aller 8, mit p < v.

Fall 2.: v sei Limeszahl. Dann ist die Vereinigungsmenge &, aller £, mit y < v nach § 2,
Satz 2 ein Korper.

Damit ist durch vollstandige Induktion £, fiir alle 0 £ v < o definiert. Ebenso ist x,, fiir
alle 0 £ v < o definiert.

Die Gesamtheit & der x;,, hat den Ordnungstypus o. Weiter ist & iiber K ein irreduzibles
System. Dies beweisen wir durch transfinite Induktion: Sei &, das System aller z, mit
0= pu<vfir0=<v <o Dann ist also 6 = 6,.

Sicher ist &g ein irreduzibles System iiber K, denn &g besteht nur aus dem iiber K
transzendenten Element x.

Sei bereits fiir alle 0 = p < v < o bewiesen, dafl &, tiber f irreduzibel ist. Dann ist
auch &, iiber K irreduzibel. Ist ndmlich v keine Limeszahl, so ist nach Konstruktion z,_;
iiber (S, _1) transzendent, also mit &, _; auch &, irreduzibel. Ist aber v Limeszahl, so ist
&, Vereinigung aller &, mit yu < v. Wére jetzt &, reduzibel, so gibe es nach § 22, Satz 4
ein endliches reduzibles Teilsystem {z,,} (:=1,...,n), 0 £ v; < v in &,. Dies gehort aber
bereits zu &yax(uy,...,vm)+1, dessen Index gewil kleiner als v ist, das also nach Voraussetzung
irreduzibel sein muf, also kein reduzibles Teilsystem enthalten kann. Widerspruch! Damit ist
durch transfinite Induktion gezeigt, daf fiir alle 0 < v < o das System &,, iiber £ irreduzibel
ist, insbesondere also auch, dafl &, = & iber R irreduzibel ist.

SchlieBlich ist 8, = (&) die gesuchte Erweiterung.

B. Seien jetzt R(61), R(S2) zwei rein transzendente Erweiterungen von K und seien &
und &s iber R irreduzibel und gleichméchtig. Dann gibt es also eine eineindeutige Abbildung
¢ von &7 auf &y. Weiter 148t sich jedes Element aus (&) als rationale Funktion in gewissen
Elementen aus &1 mit Koeffizienten aus & darstellen. Ersetzt man hier jedes dieser Elemente
aus ©; durch das ihm durch ¢ zugeordnete Element aus &g, so wird jedem Element von
£(61) ein und nur ein Element von K(G32) zugeordnet, und diese Zuordnung stellt einen
Isomorphismus dieser beiden Koérper dar. Denn dafl diese Zuordnung eineindeutig ist, folgt
daraus, dafl & und &4 irreduzible Systeme sind, zwischen deren Elementen keine algebraischen
Relationen bestehen kénnen. Die Isomorphie der Zuordnung folgt jetzt aber einfach aus ihrer
Definition.

Geht man statt von einem Grundkérper von isomorphen Grundkérpern aus, so ergibt sich
allgemein der

Satz: Zu jedem Korpertypus ¥ und jeder Mdchtigkeit m gibt es einen und nur einen
Korpertypus Ty, der eine rein transzendente Erweiterung von € darstellt und durch Adjunktion
eines irreduziblen Systems der Mdachtigkeit m aus T gewonnen wird.

124. (zu S. 86) Man kann den Beweis des Satzes 7 in folgender Weise etwas durchsichtiger
gestalten:

n .
a geniigt einer gewissen irreduziblen, algebraischen Gleichung > a;z* = 0 mit Koeffizienten
i=0
a; aus dem Korper £(8). Die a; sind also rationale Funktionen in gewissen [endlich vielen]
Elementen aus & mit Koeffizienten aus dem Grundkérper K. Dabei kann sogar angenommen

werden, daf die a; teilerfremde Polynome sind [etwaige Nenner und gemeinsame Teiler lassen
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sich ja fortmultiplizieren bzw. -dividieren|, daf} also unsere Gleichung die bis auf einen Faktor
aus R eindeutig bestimmte, irreduzible, primitive Gleichung aus K(&) ist, der a geniigt.
Die in den a; wirklich auftretenden Elemente aus & bilden ein [endliches] System ¥, von
dem wir zeigen wollen, daf es die im Satz 7 ausgesprochenen Eigenschaften hat.
1. a@ hdngt von dem Teilsystem ¥ von & nach seiner Definition algebraisch ab.
2. Sei ¥’ ein Teilsystem von &, von dem a algebraisch abhéingt. Dann geniigt a einer
Gleichung 3" b;z* = 0 mit Koeffizienten b; aus £(T'). Dann ist Y a;2* ein Teiler von > b;z!
i=0 i=0 i=0
n .
und, da > a;x° ein irreduzibles, primitives Polynom ist, so ist auch ¥ ein Teilsystem von ¥’.
i=0

n :
3. Sei T = {t1,...,t,}. Weiter gilt > a;a’ = 0. Da die a; Polynome in den t; sind, so
=0

n .
kénnen wir das Polynom 3} a;a* auch nach Potenzen von einem beliebigen t; entwickeln. Sei
i=0
S .
> ¢ty eine solche Entwicklung. Dann koénnen nicht alle ¢; verschwinden, da sonst a sogar
i=0
von den von tj verschiedenen Elementen von ¥ im Widerspruch zu 2. algebraisch abhinge.
S n

Da aber >’ cit}; = Y a;a’ = 0 ist, so kann man in T also a durch t; ersetzen und erhilt ein
i=0 i=0

dquivalentes, irreduzibles System.

4. Sei ¥’ irgend ein Teilsystem von &, von dem a algebraisch abhingt. Dann ist ¥ nach 2.
in T’ enthalten. Sei ¢ ein Element aus ¥’, das nicht zu T gehort. Kénnte man jetzt in ¥ das

q ,
Element t durch a ersetzen, so gébe es also eine Gleichung > d;x" = 0, der t geniigt, wobei
i=0

die d; Elemente des Korpers &(%, a) sind. Hierbei entsteht T aus T" durch Weglassung von t.
Da ¥ aber T umfafit und a von ¥, also auch von ¥ algebraisch abhéngt, so wiirde dann ¢ von

T algebraisch abhéngen, & also nach Satz 3 nicht irreduzibel sein. Widerspruch!
125. (zu S. 86) Wegen Satz 1.

126. (zu S. 89) Der Beweis dieses Satzes ist in der folgenden Anordnung etwas einfacher:
Sei £ ein K umfassender Korper, &1 und &4 zwei iiber K irreduzible Systeme derart, dafl
£ tiber R(G;) (i = 1,2) algebraisch ist. Es ist zu zeigen, daff &1 und &g gleichmdchtig sind.
Zum Beweise nehmen wir eine Wohlordnung von &; und &s vor, die im folgenden
festgehalten werde:

S ={a,}, 0Sv<a
GQZ{bV}, 0sv<p.

Es wird dann eine Kette tiber R irreduzibler Systeme ¥, konstruiert, die alle miteinander und
mit & dquivalent und gleichméchtig sind und deren letztes G5 umfafit.

1. T ={ap} =61, a0 =a,, 0 S v < a.

2. Sei bereits T, fir alle 0 < p < o konstruiert, T, = {ap}, 0 £ v < ¢, so daB folgendes
gelte:

ag.) T, besteht fiir 0 £ o < o nur aus Elementen, die in wenigstens einer der Mengen &
und &5 vorkommen.

b,.) Fiir festes v sind entweder alle a,, mit 0 < ¢ < o untereinander gleich, oder es
gibt ein p(v), so daf alle a,, mit 0 < p < p(v) untereinander gleich sind und alle a,, mit
o(v) + 1 £ p < o untereinander gleich sind.
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Cy.) Fiir 0 = o < o ist T, irreduzibel tber K.

dy.) Fiir 0 = ¢ < o ist £ iiber R(%,) algebraisch.

Fall 1.: o sei keine Limeszahl. Ist dann &, keine Teilmenge von ¥,_1 (im anderen Falle
wéren wir am Ziele unserer Konstruktion angelangt), so gibt es ein erstes Element by = ba(o)
in &2, das noch nicht in T,_; vorkommt. Wegen d,.) ist by algebraisch abhéngig von T,_;.
Wegen § 22, Satz 7 gibt es dann ein endliches Teilsystem ,_1 von T,_1, so dafl by bereits
von i,_1 algebraisch abhéangt, aber von keinem echten Teil von ,_;, und dieses Teilsystem
ist hierdurch eindeutig bestimmt. i{,_; kann nicht nur aus Elementen von G2 bestehen, da by
Element von G ist, von i,_; algebraisch abhéngt und & irreduzibel iiber R ist. Sei also
ay—1,u(n) das erste Element aus 4,1, das nicht zu &g gehort. Dann definieren wir T, = {aov}
durch die folgenden Gleichungen:

{aal’u fiir v #£ v(\)
Aoy =

. , 0Sv<a.
by fir v =v(N)

Es ist dann zu zeigen, dafl die Sétze a,11.) bis dyy1.) ebenfalls wahr sind: ay4;.) und byyi.)
sind nach Konstruktion ohne weiteres richtig, wenn nur a,.) und b,.) richtig sind. c,41.) und
dy41.) folgen aus § 22, Satz 7.

Fall 2.: o sei Limeszahl. Wir bilden ¥, folgendermafien:

Sind fiir alle 0 < p < o die ay,, fiir festes v einander gleich, so sei auch a,, gleich allen
diesen a,,. Im anderen Fall gibt es wenigstens ein o(v), so dafl alle a,, mit p(r)+1< p< o
einander gleich sind; wir setzen a,, = Ao(v)+1,v-

Wieder sind ay41.), byt1.) ohne weiteres erfiillt, wenn es nur a,.), b,.) sind.

Wire ¥, reduzibel, so géibe es nach § 22, Satz 4 ein endliches reduzibles Teilsystem R,
von T,. Nach Konstruktion von T, miifite dies aber schon in einem ¥, mit ¢ < o vorkommen,
was unmoglich ist, da nach c,.) die ¥, irreduzibel sind und § 22, Satz 3 gilt. Also ist cs1.)
richtig.

Ist schliefflich a ein beliebiges Element aus £, so hdngt es nach § 22, Satz 1 bereits von
einem endlichen Teilsystem 2y von Ty = &; algebraisch ab. Ist

Ao = {aowy,---,a0m, }, SO sei
Ao ={ao,- a0, }-

Nach Konstruktion hangt dann a auch von den 2{, algebraisch ab; da diese 2, endliche
Systeme sind, so &ndern sie sich wegen b,.) von einem gewissen g an nicht mehr, also ist 2,
gleich einem von ihnen, d. h. a hingt von dem Teilsystem 2, von ¥, algebraisch ab. Es gilt
also auch dy41.).

Ist o eine Limeszahl und sind a,.) —d,.) fir alle 0 < ¢ < ¢ wahr, so verifiziert man leicht,
dafl dann auch a,.)—d,.) wahr sind.

So gelangen wir schlieBlich zu einem ¥, das &, als Teilsystem enthilt”). Weiter gelten
ar+1.) bis dry1.), es mufl also Sy = T, sein, denn &9 und T, sind beide iiber K irreduzibel, £
sowohl iber 8(S2) als auch uber K(%;) algebraisch.

Damit sind aber die Elemente von G2 so wohlgeordnet (als Elemente von ¥, nédmlich),
daBl Gy in der neuen Wohlordnung denselben Ordnungstypus o wie &1 hat; insbesondere sind
also 61 und &4 gleichméchtig.

D<A
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Die gemachten Voraussetzungen besagen nun, wie man leicht sieht, dal &; und &s
dquivalente, irreduzible Systeme sind. Es ist bewiesen, dafl sie dann gleichméchtig sind, d. h.
§ 23, Satz 3, S. 92, an welcher Stelle der Leser jetzt weiter lesen moge ™).

127. (zu S. 92) Man bemerke, daf die Systeme & und ¥ kein Element gemein haben.

128. (zu S. 93) Durch die Sétze 5 und 6 wird das Problem der Erforschung der moglichen
Korpertypen zuriickgefiihrt auf das Aufsuchen aller Koérper zwischen gewissen Grundkor-
pern und den dariiber algebraischen, algebraisch abgeschlossenen Koérpern. Das ist aber die
Grundaufgabe der Galoisschen Theorie.

129. (zu S. 94) Die Erledigung dieser Frage in bejahendem Sinne wiirde weittragende Konse-
quenzen haben. Man kénnte dann namlich beweisen, dafl es zu jeder vorgegebenen endlichen
Gruppe & absolut algebraische Normalkérper der Charakteristik 0 gibt, deren Galoissche
Gruppe gerade & ist. Dies sei nachstehend ausgefiihrt:

Es sei zundchst K ein beliebiger Korper. Die gegebene Gruppe & werde als transitive
Permutationsgruppe einer geeigneten Anzahl n von Elementen dargestellt (z. B. indem jedem
Element die durch hintere Multiplikation mit ihm bewirkte Permutation der Gruppenelemente

zugeordnet wird — sogenannte reguldre Darstellung — Cayleysche Gruppentafel). Es sei
£ = R(&, ..., &) eine rein transzendente Erweiterung von K vom Transzendenzgrad n. Ferner
seien x1, ..., o, die elementarsymmetrischen Funktionen von &1, ..., &, und € = &(z1,...,x,).

Dann ist £ eine normale, endliche, algebraische Erweiterung erster Art von € und die Galoissche
Gruppe von £ iiber € ist die symmetrische Gruppe & von n Elementen (vgl. hierzu Anhang A,
Satz 7, S. 109).

Nunmehr sei J die Gesamtheit aller bei den Permutationen aus @ invarianten Elemente
aus £. Das ist ein bestimmter Korper zwischen € und £. Nach dem Hauptsatz der Galoisschen
Theorie (vgl. Hauptsatz 3 des Anhangs A, S. 108), angewandt auf £ {iber &, ist dann & die
Gesamtheit der Permutationen aus G, bei denen J elementweise invariant bleibt, d. h. & ist
die Galoissche Gruppe von £ iiber J.

Wenn nun die im Texte aufgeworfene Frage im bejahenden Sinn erledigt ist, so ist also J
rein transzendent vom Transzendenzgrad n iiber K, da J zwischen den rein transzendenten
Erweiterungen £ und € vom Transzendenzgrad n gelegen ist. Es sei etwa J = &(j1,...,Jn)
mit algebraisch unabhéngigen ji, ..., jn.

Da £ von erster Art und endlich iiber &, also auch iiber J ist, so ist £ nach § 11, Satz
4 einfach iiber J. Es sei dann 9 ein primitives Element von £ beziiglich J und g(t) = 0 die
irreduzible Gleichung aus J, der 9 geniigt. ¢g(¢) hingt aufler von ¢ rational von den algebraisch
unabhéngigen Elementen ji, ..., j, ab. Der algebraischen Unabhéngigkeit halber konnen diese
als ,unabhéngige Variable“ betrachtet werden, d. h. es bleiben alle rationalen Beziehungen
erhalten, wenn fiir sie beliebige Elemente aus K eingesetzt werden.

Ist nun speziell 8 der Primkoérper der Charakteristik 0 [oder ein anderer Korper, iiber
dem der Hilbertsche Irreduzibilitétssatz gilt], so konnen fiir j1, ..., j, solche Elemente aus
R eingesetzt werden, dafl g(t¢) irreduzibel bleibt. Durch diese Einsetzung bleiben dann also
Grad und Gruppe von £ iiber J unverandert (die Gruppe, weil sie durch die Substitutionen

) Man bemerke, daB sich bei dieser Beweisanordnung eine Anwendung des Bernsteinschen Aquivalenzsatzes
eriibrigt; vgl. auch O. Haupt: Algebra II, Kap. 23, 6, S. 591-594; der dort abgedruckte, auf E. Noether
zurilickgehende Beweis schien sich jedoch nicht so gut in den Text einzupassen.
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der Wurzeln von g(t) beschrieben wird), d. h. der entstehende Kérper £ hat iiber J = & die
vorgegebene Gruppe &.
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